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1.4.2 Modèle logistique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
1.4.3 Estimation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
1.4.4 D’autres extensions du modèle additif . . . . . . . . . . . . . . 49

1.5 En bref . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2 Complexité 53
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2.2.3 Modèles additifs généralisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.3 Formalisation des objectifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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2.4.1 Méthodes d’évaluation sur une grille de type réechantillonage . 61
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3.4.1 Estimation du nombre effectif de paramètres . . . . . . . . . . 100
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4.4 Données réelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
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(sélectionné par GCV) et le modèle additif parcimonieux (minimisant
l’erreur de test), pour chacun des 16 cas. . . . . . . . . . . . . . . . . 116

3



4 TABLE DES FIGURES
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nieux sélectionné par GCV, pour les 18 variables d’entrée et les 8 cas
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4.5 Coefficients des composantes linéaires, αj, et norme des coefficients des

composantes non linéaires, (β̃
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évaluées sur l’ensemble d’apprentissage. Les valeurs de (µ, λ) sont celles
qui minimisent l’erreur de classification. Les bâtons en haut et en bas
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modèle constant. La sélection de modèle est effectuée par GCV. Les va-
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Introduction générale

Science does not aim at simplicity ; it aims at parsimony.
K. Popper

Dans les sciences expérimentales, on utilise des modèles mathématiques pour
représenter les phénomènes observés. Une simplicité excessive du modèle nuit à sa ca-
pacité à rendre compte de la réalité. Une trop grande complexité dans la modélisation
rend difficile la compréhension du phénomène. Un modèle parcimonieux tend à une
économie des moyens, afin d’obtenir un bon compromis entre simplicité et fidélité.

Notre quête de parcimonie est en partie motivée par la recherche de l’in-
terprétabilité. Dans le cadre de l’apprentissage supervisé, la généralisation est la me-
sure habituelle de la performance. Cependant, dans certaines applications, un modèle
de type “bôıte noire” ne sera pas accepté par l’utilisateur final : seule une méthode
explicitant la prédiction sera utilisable. L’interprétabilité du prédicteur est également
nécessaire dans les études exploratoires, où l’objectif de l’apprentissage consiste à
inspirer de nouvelles idées sur les relations entre les variables et à améliorer, ainsi, la
compréhension du domaine.

La modélisation additive suppose que la somme des effets non linéaires des va-
riables d’entrée explique la variable de sortie. L’effet de chaque variable est estimé par
un fonction monovariée non paramétrique. La modélisation non paramétrique assure
de la flexibilité au modèle dont la structure simple permet de représenter l’effet de
chaque variable, ce qui permet l’interprétation des solutions.

L’estimation des modèles additifs nécessite définir au préalable le degré de flexi-
bilité des fonctions monovariées, ce qui nécessite le réglage d’autant de paramètres
de contrôle qu’il y a de variables d’entrée. Ce pré–requis n’est pas réaliste même
pour une dimension modérée des entrées. L’application des modèles additifs se limite
donc à des problèmes avec peu de variables, généralement sélectionnées par une étude
préalable.

Sélection de modèle pour les modèles additifs

Le présent mémoire est consacré au développement d’un algorithme d’estima-
tion des modèles additifs. Le réglage des hyper–paramètres contrôlant la complexité
est, pour une bonne part, intégré dans la procédure d’estimation, ce qui simplifie
considérablement l’utilisation des modèles additifs pour les problèmes de dimension
supérieure ou égale à trois.
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De plus, un terme de pénalisation adapté favorise les solutions parcimonieuses
éliminant une partie de l’ensemble des variables d’entrée, tout en permettant une
modélisation flexible de la dépendance sur les variables sélectionnées.

Plan du document

Le document est structuré en quatre parties. Le premier chapitre situe la régression
par modèles additifs dans le cadre de la régression non paramétrique multidimension-
nelle. Nous développons plus particulièrement la question de l’estimation des fonctions
monovariées quand leur complexité est fixée, et nous justifions nos choix parmi les
techniques existantes.

Le deuxième chapitre traite du problème du contrôle de la complexité pour les
modèles additifs. La difficulté du problème quand le nombre de variables est modéré
ou élevé est mise en évidence.

Nous introduisons notre approche dans le troisième chapitre, précédée des
méthodes de pénalisation pour les modèles linéaires qui l’ont motivée. L’algorithme
qui nous permet de calculer effectivement les solutions y est détaillé. La dernière
partie de ce chapitre est consacrée à la question de la sélection de modèle.

Le quatrième chapitre traite quant à lui de la mise en œuvre de la méthode. La
première partie définit les bases d’un benchmark pour les modèles additifs, ce qui
nous permet, dans la deuxième partie, d’évaluer expérimentalement la performance
des méthodes développées. Finalement, nous montrons un exemple d’application des
modèles additifs parcimonieux sur deux jeux de données réelles.

Contributions au domaine

Nos contributions au domaine portent tout d’abord sur l’introduction d’une
méthode permettant de réduire le modèle quand la complexité n’est pas adaptée.
Il est ainsi possible d’identifier les variables à éliminer, les variables à effets linéaires
et les variables à effets non linéaires.

Notre stratégie se base sur une décomposition des espaces de fonctions splines,
comprenant, d’une part, les fonctions linéaires et, d’autre part, les fonctions stricte-
ment non linéaires.

La sélection d’un modèle de complexité adaptée est une étape clé pour les modèles
d’apprentissage statistique. Cette étape est particulièrement difficile à mettre en
œuvre pour les modèles additifs, car la complexité du modèle se définit au travers de
celles des estimateurs monovariées. Ainsi, cette complexité est indexée par un vecteur
de la dimension du nombre de variables d’entrée. Dans notre approche, le réglage de
la complexité du modèle ne nécessite que deux paramètres, ce qui simplifie la mise
en œuvre dès que le nombre de variables est supérieur à deux.

Nous proposons également un estimateur du nombre de degrés de liberté (ou
nombre effectif de paramètres), mesure de la complexité du modèle. Celui–ci raffine,
en ce qui concerne la contribution linéaire des composantes, les estimateurs existants.
Quant à la contribution non linéaire, la décomposition des matrices permet son calcul
aisé. Cette mesure de la complexité permet l’adaptation de critères analytiques pour
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la sélection des deux paramètres de réglage de la complexité des modèles additifs
parcimonieux.

Les performances des méthodes développées sont montrées expérimentalement.
Un benchmark, spécifiquement conçu pour les modèles additifs, permet d’évaluer les
méthodes là où le problème du contrôle de la complexité est particulièrement délicat.

Enfin, nous appliquons les méthodes proposées dans ce mémoire à la prédiction
individualisée du risque cardio–vasculaire chez des patients présentant une hyperten-
sion artérielle, application qui s’inscrit dans le cadre du projet INDANA (Individual
Data Analysis of Antihypertensive Intervention Trials).
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{(Xi1, . . . , Xip, Yi)}n
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x(1) min{x1, . . . , xn}
x(n) max{x1, . . . , xn}
x(1),j mini({xij}),
x(n),j maxi({xij}),
Df(x) différentielle de f en x
〈x,x′〉 produit scalaire des vecteurs x et x′
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Fonction de régression

f(x) = E[Y |X = x] fonction de régression (cas unidimensionnel)

f̂(x) estimation de f évaluée en x

f̂ f̂(x1) = f̂((x11, . . . , xn1)t) (cas unidimensionnel)
f(x) = E[Y |X = x] fonction de régression (cas multidimensionnel)

f̂(x) estimation de f évaluée en x

f̂j f̂j(xj) = f̂j((x1j , . . . , xnj)t)

f̂ α̂ + f̂1 + . . . + f̂p (cas multidimensionnel)

Paramètres
λ, µ paramètres unidimensionnels qui règlent la complexité
λ = (λ1, . . . , λp)
µ = (µ1, . . . , µp)

paramètres multidimensionnels qui règlent la complexité

Ensembles
[a, b] intervalle fermé, a, b ∈ R

]a, b[ intervalle ouvert
C2[a, b] {f |f deux fois dérivable avec continuité sur [a, b]}
[x1, . . . ,xp] espace vectoriel généré par les vecteurs xj ∈ Rn, n > p
E1 ⊕ E2 somme directe des des sous-espaces vectoriels E1, E2

M1(S) espace généré par les vecteurs propres de S de valeur propre 1





Chapitre 1

Modèles additifs

1.1 Introduction

L’approche classique d’estimation d’une fonction de régression consiste à supposer
que la structure de la fonction est connue, dépendante de certains paramètres, et
inclue dans un espace de fonctions de dimension finie. C’est l’approche paramétrique,
dans laquelle les données sont utilisées pour estimer les valeurs inconnues de ces
paramètres.

Le modèle de régression linéaire en est le paradigme. Dans le contexte pa-
ramétrique, les estimateurs dépendent généralement de peu de paramètres, ainsi ces
modèles sont appropriés même pour des petits échantillons. Ils sont facilement in-
terprétables, par exemple, dans le cas linéaire, les valeurs des coefficients indiquent
l’influence de la variable explicative sur la variable réponse, et leur signe décrit la
nature de cette influence. Cependant, un estimateur linéaire conduira à une erreur
élevée, quelle que soit la taille de l’échantillon, si la vraie fonction qui a générée les
données n’est pas linéaire et ne peut pas être approchée convenablement par des
fonctions linéaires.

L’approche non paramétrique, elle, ne suppose pas de structure pré–déterminée de
la fonction de régression. La relation fonctionnelle entre les variables explicatives et
la variable réponse est ajustée à partir des données. Cette flexibilité permet de capter
des traits inusuels ou inattendus, en revanche, la complexité du problème d’estimation
est beaucoup plus importante.

1.2 Régression non paramétrique unidimension-
nelle

1.2.1 Méthodes de lissage

Il existe plusieurs méthodes pour obtenir un estimateur non paramétrique de la
fonction f :

Y = f(X) + ε, (1.1)

15
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où (X, Y ) vecteur aléatoire, ε variable aléatoire indépendante de X telle que E(ε) = 0,
Var(ε) = σ2. Par exemple, la dépendance entre les variables Y et X peut être es-
timée par des techniques de lissage. L’ajustement par ce type de techniques donne
comme résultat des estimations de tendance moins variables que Y elle–même
[Hastie et Tibshirani, 1990].

Soit {(Xi1, Yi)}n
i=1 un échantillon i.i.d. de (X, Y ) de taille n, et {(xi1, yi)}n

i=1 des
réalisations de l’échantillon. Notons y = (y1, . . . , yn)t et x1 = (x11, . . . , xn1)t. Les
méthodes de lissage estiment f(xi1) par un moyennage pondéré des {yi}n

i=1 sur un
voisinage de xi1 : f̂i =

∑n
k=1 wikyk, où f̂i indique l’estimation de f en xi1. Les

pondérations wik = w(xi1, xk1) sont élevées quand |xi1−xk1| est faible et s’approchent
de zéro quand |xi1 − xk1| devient élevé.

Les applications des méthodes de lissage sont nombreuses. Elles sont utilisées
comme outil d’analyse exploratoire car ces méthodes permettent d’inspecter graphi-
quement la forme des relations. Cela facilite la construction d’un modèle, qui peut être
paramétrique, quand aucune information sur la relation entre les variables explica-
tives et la variable réponse n’est fournie. Elles peuvent également être utilisées comme
mesure de la qualité de l’ajustement et comme hypothèse dans les tests d’hypothèses
des modèles paramétriques [Simonoff, 1996].

Une classe particulière des méthodes de lissage sont les méthodes de lissage
linéaires. Quand {wik} dépend des {xi1}n

i=1 mais elle ne dépend pas des {yi}n
i=1,

la méthode est dite linéaire. Il existe alors une matrice S = {Sik}n
i,k=1, indépendante

de y, telle que l’estimateur s’écrit : f̂ = Sy. Cette matrice est la matrice de lissage.
Les méthodes de lissage linéaires classiques sont les fonctions noyaux et des fonctions
splines.

1.2.2 Estimateurs à noyau

Les méthodes de lissage par noyaux sont intuitives et simples du point de vue
mathématique. Ces techniques utilisent un ensemble de pondérations locales, définies
par le noyau, pour construire l’estimateur en chaque valeur. Le noyau est, en général,
une fonction K continue, bornée, non négative, symétrique telle que :

∫
K(t)dt = 1

∫
tK(t)dt = 0

∫
t2K(t)dt < ∞. (1.2)

Le poids assigné au point x′ pour l’estimation au point x est défini par :

Kλ(x, x′) =
1

λ
K

(
|x − x′|

λ

)
, (1.3)

où λ > 0 est le paramètre de lissage, largeur de la fenêtre, largeur de bande, hyper–
paramètre, ou qui règle la complexité.
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Des exemples classiques de noyaux sont :

K(t) = 1√
2π

exp(−t2/2),

K(t) = 3
4(1 − t2)I|t|≤1,

K(t) = 3
8(3 − 5t2)I|t|≤1,

(1.4)

les noyau gaussien, le noyau d’Epanechnikov, et le noyaux de variance minimum,
respectivement.

Des estimateurs à noyau sont l’estimateur de Nadaraya–Watson, l’estimateur
de Priestley–Chao et l’estimateur de Gasser–Müller (ces deux derniers, pour des x
fixées). Les polynômes locaux généralisent ces estimateurs à noyaux.

1.2.2.1 Estimateur de Nadaraya–Watson

L’idée est de faire une partition de l’ensemble des valeurs de X et faire
alors un moyennage pondéré des valeurs de Y dans chaque sous–intervalle
[Wand et Jones, 1995]. Les sous–intervalles sont construits comme des voisinages
centrés en chaque point x. La pondération des moyennes est donnée par une fonction
noyau. L’estimateur de Nadaraya–Watson est :

f̂NW (x) =

∑n
i=1 yiKλ(x, xi1)∑n
i=1 Kλ(x, xi1)

. (1.5)

Matriciellement, à l’aide de la matrice de lissage, l’estimation de la courbe aux
points xi1, i = 1, . . . , n s’écrit :




f̂(x11)

...

f̂(xn1)



 =





Kλ(x11, x11)∑n
k=1 Kλ(x11, xk1)

. . .
Kλ(x11, xn1)∑n
k=1 Kλ(x11, xk1)

...
...

Kλ(xn1, x11)∑n
k=1 Kλ(xn1, xk1)

. . .
Kλ(xn1, xn1)∑n
k=1 Kλ(xn1, xk1)









y1

y2
...

yn




. (1.6)

Cette matrice de lissage a une valeur propre égale à 1 de vecteur propre 1n =
(1, . . . , 1)t. En effet, S1n = 1n, puisque la somme de chaque ligne de la matrice
est 1. Toutes les autres valeurs propres sont plus petites que 1, strictement positives1.
Par conséquent, l’estimateur de Nadaraya–Watson préserve les fonctions constantes
et “amortit” le tracé des points observés, dans les autres cas (voir section 1.2.3.2,
page 21, pour une étude plus détaillée de la matrice de lissage en fonction de ses
valeurs et vecteurs propres).

1Dans certains cas, les valeurs propres peuvent être négatives.
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1.2.2.2 Polynômes locaux

Les polynômes locaux généralisent les estimateurs de type noyau. Si f(x) est q
fois dérivable dans un voisinage de x, alors l’expansion de Taylor peut être appliquée :

f(x′) ≈ f(x) + f (1)(x) (x′ − x) + . . . + f(q)(x)
q! (x′ − x)q

= β0 + β1 (x′ − x) + . . . + βq (x′ − x)q ,

(1.7)

où βk = f (k)(x)/k!, et f (k) indique la dérivée d’ordre k. Nous pouvons donc considérer
le problème de régression polynomiale locale dans un voisinage de x. La fonction
de régression est estimée en chaque point en ajustant localement un polynôme de
degré q par moindres carrés pondérés. La pondération au point i, i = 1, . . . , n est
choisie en fonction de l’amplitude de la fonction noyau centrée en ce point. L’es-
timateur de la régression en chaque point x est le polynôme local qui minimise
[Fan et Gijbels, 2000] :

n∑

i=1

(yi − β0 − . . . − βq(xi1 − x)q)2Kλ(xi1, x). (1.8)

Matriciellement, le problème à résoudre est le suivant :

min
β

(y − N(x)β)tW(x)(y −N(x)β), (1.9)

où β = (β0, . . . , βq)t, W(x) = diag[Kλ(x11, x), . . . , Kλ(xn1, x)], et

N(x) =




1 (x11 − x) . . . (x11 − x)q

...
...

1 (xn1 − x) . . . (xn1 − x)q



 . (1.10)

Le vecteur β̂ =
(
β̂0, . . . , β̂q

)t
qui minimise (1.8) et (1.9) est :

β̂ =
(
f̂(x), . . . , f̂ (q)(x)/q!

)t
=
(
N(x)tW(x)N(x)

)−1
N(x)tW(x)y. (1.11)

L’expression explicite de l’estimateur de f(x) est donc :





f̂(x) = et
1β̂ = s(x)ty, e1 = (1, 0, . . . , 0)t

s(x)t = et
1 (N(x)tW(x)N(x))−1 N(x)tW(x).

(1.12)

La forme générale de la matrice de lissage, pour q quelconque, s’écrit de façon
explicite :

S =




s(x11)t

...
s(xn1)t



 . (1.13)

Cette matrice dépend du paramètre de lissage λ par l’intermédiaire de W(x).
L’estimateur de Nadaraya–Watson correspond au polynôme local de degré 0.
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1.2.2.3 Interprétation du paramètre largeur de bande

Pour l’estimation de la courbe en un point x, le poids assigné à un point yi quand
q = 0 (1.6) est :

Kλ(xi1, x)∑n
k=1 Kλ(xk1, x)

. (1.14)

Les observations proches de x ont plus d’influence sur l’estimation de la régression
au point x que celles qui en sont éloignées. L’influence relative est contrôlée par le
paramètre largeur de bande [Wand et Jones, 1995]. Si λ est petit (λ → 0), l’ajuste-
ment local est fortement dépendant des observations proches de x, et donne comme
résultat une courbe très fluctuante qui tend à l’interpolation des données. Si λ est
grand (λ → ∞), les poids donnés aux observations proches et éloignées, tendent à
être égaux, et donne comme résultat une courbe qui approche la régression linéaire
globale.

Quand q > 0, si λ est grand, le résultat est une courbe qui approche la régression
polynomiale de degré q globale [Fan et Gijbels, 2000]. Si λ → 0, les voisinages
déterminés par λ sont de moins en moins denses, jusqu’à la limite où le voisinage
est constitué par un seul point. Puisque pour définir un polynôme de degré q il faut
un minimum de q + 1 points, l’estimateur n’est pas défini pour les x tels que leur
λ–voisinage est constitué par moins de q + 1 points.

La figure (1.1) montre des estimations par régression linéaire locale, pour trois
valeurs différentes du paramètre de lissage. Pour une valeur très faible de λ, la fonction
d’estimation est proche d’une fonction régulière qui interpole les points. Pour une
valeur élevée de λ, la fonction d’estimation s’approche de l’estimation moindres carrés
ordinaires.

1.2.3 Splines

1.2.3.1 Splines de régression

Les splines de régression représentent un compromis entre la régression
polynomiale globale, et les méthodes de lissage précédentes locales. L’idée
consiste à construire des polynômes par morceaux se raccordant de façon lisse
[Hastie et Tibshirani, 1990]. Les points de raccord entre les morceaux de polynômes
sont les nœuds.

Pour représenter des splines, pour un ensemble fixé de nœuds {ξk}k=1,...,K , il faut
déterminer une base de fonctions. Par exemple, la base de polynômes tronqués de
degré q, pour l’ensemble de nœuds {ξk}k=1,...,K , évaluée en x est :

{Nj(x)}K+q+1
j=1 = {1, x, x2, x3, . . . , xq, (x − ξ1)

q
+, . . . , (x − ξK)q

+}, (1.15)

où (.)+ indique la fonction partie positive. La représentation de f(x) dans cette base
est donnée par f(x) =

∑K+q+1
j=1 βjNj(x). Les coefficients βj sont estimés en minimisant



20 Chapitre 1. Modèles additifs

x
f(x

)

λ=10-1

x

f(x
)

λ=10-3λ=5x10-5

x

f(x
)

Fig. 1.1 – Estimation par des polynômes locaux de degré 1, à noyau gaussien, pour
trois valeurs du paramètre de lissage : λ = 5 × 10−5, 10−3, 10−1. Les données sont
générées par y = sin(6πx)

(x+1)2 + ε, Les valeurs de x sont régulièrement espacées sur l’inter-

valle [0, 1] (n = 100), et ε est une variable normale centrée d’écart–type σ = 0.05.

l’erreur quadratique :

∥∥∥∥∥∥∥




1 . . . xq

11 (x11 − ξ1)
q
+ . . . (x11 − ξK)q

+
...

...
1 . . . xq

n1 (xn1 − ξ1)
q
+ . . . (xn1 − ξK)q

+








β1
...

βK+q+1



−




y1
...

yn





∥∥∥∥∥∥∥

2

.

(1.16)
Une fonction spline classique est la fonction spline cubique : les polynômes par

morceaux sont de degré 3 et ils sont contraints à avoir des dérivées de second ordre
continues sur les nœuds. Si une autre restriction est imposée, linéarité au delà du
domaine défini par les nœuds (dérivées d’ordre supérieur à 1 nulles), ces fonctions
sont appelées splines cubiques naturelles. La condition naturelle de linéarité sur les
bords implique l’expression suivante de la base naturelle des polynômes tronqués pour
des splines cubiques [Hastie et al., 2001] :

{Nj(x)}K
j=1 = {1, x, d1(x) − dK−1(x), . . . , dK−2(x) − dK−1(x)},

où dk(x) =
(x − ξk)3

+ − (x − ξK)3
+

ξk − ξK
.

(1.17)
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Quand la distribution des nœuds est loin d’être uniforme, des relations proches de la
dépendance linéaire apparaissent entre les éléments de la base. Ceci se traduit par des
systèmes linéaires mal conditionnés. D’autre part, comme les supports de ces fonctions
ne sont pas bornés, l’évaluation sur des nouveaux points demande l’évaluation de
presque toutes les fonctions de la base. Il est donc souhaitable l’utilisation d’une base
où les supports des éléments de la base sont le plus petit possible [de Boor, 2001,
Gyorfi et al., 2002].

La base B–splines, en termes de quotients de différences, est plus adéquate pour
effectuer des calculs. Les fonctions de cette base sont obtenues par des combinaisons
linéaires des fonctions de la base de polynômes tronqués. Ce sont des fonctions à
support local, ce qui implique que les matrices correspondantes sont des matrices
bande. Cette base est constituée par K + 2 fonctions, les B–splines ne sont pas des
splines naturelles, elles ont des restrictions différentes sur les bords. Notons ξ =
{ξj}j=−3,...,K+3 l’ensemble des nœuds, alors la fonction B–spline Bj,l,ξ de degré l est
définie de façon récursive [de Boor, 2001, Gu, 2002, Gyorfi et al., 2002] :

Bj,0,ξ =

{
1 si ξj ≤ x < ξj+1,
0 autrement,

(1.18)

où j = −3, . . . , K + 2, et

Bj,l+1,ξ(x) =
x − ξj

ξj+l+1 − ξj
Bj,l,ξ(x) +

−x + ξj+l+2

ξj+l+2 − ξj+1
Bj+1,l,ξ(x), (1.19)

où j = −3, . . . , K + l − 1, l = 0, . . . , 2. Dans cette formulation, ξj+l+1 − ξj = 0
(ou ξj+l+2 − ξj+1 = 0) implique Bj,l,ξ(x) = 0 (ou Bj+1,l,ξ(x) = 0), par la convention
0/0 = 0.

Le nombre et la position des nœuds sont les paramètres qui déterminent la
complexité. En générale, les positions sont considérées fixées, par exemple les
nœuds sont placés uniformément ou aux percentiles de la variable explicative
[Hastie et Tibshirani, 1990].

1.2.3.2 Splines de lissage

L’estimateur par splines cubiques émerge également d’un problème d’optimi-
sation, la minimisation de la somme des carrés résiduels pénalisés [Wahba, 1990,
Hastie et Tibshirani, 1990] :

min
f

n∑

i=1

(yi − f(xi1))
2 + λ

∫ [
f (2)(t)

]2
dt, (1.20)

où f ∈ C2[x(1)1, x(n)1], x(1)1 = min{x11, . . . , xn1}, x(n)1 = max{x11, . . . , xn1}, et
C2[x(1)1, x(n)1] = {f |f deux fois dérivable avec continuité sur [x(1)1, x(n)1]}.

Le premier terme mesure la fidélité aux données, alors que le deuxième terme
pénalise les grandes fluctuations de la fonction. Le paramètre de lissage, ou hyper–
paramètre ou paramètre de la complexité λ contrôle le compromis entre les deux
termes. Il existe une solution unique à ce problème : la fonction qui minimise
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l’équation (1.20) est une spline cubique avec des nœuds aux valeurs de {xi1}n
i=1,

appelée spline cubique de lissage.
Soient N la matrice de la base évaluée en {xi1}n

i=1, N (2)
j (x) la dérivée seconde du

j–ème élement de la base évaluée en x, et Ω la matrice correspondant à la pénalisation
de la dérivée seconde :

Ωij =

∫
N (2)

i (x)N (2)
j (x)dx. (1.21)

Pour un point x, la valeur de l’estimation est donnée par :

f̂(x) =
∑

j

Nj(x)β̂j . (1.22)

Le vecteur de coefficients de f̂ sur la base fixée, β̂, est la solution de :

min
β

(y −Nβ)t(y −Nβ) + λβtΩβ. (1.23)

L’expression explicite de β̂ est :

β̂ = (NtN + λΩ)−1Nty, (1.24)

et donc,
f̂ = Nβ̂ = N(NtN + λΩ)−1Nty. (1.25)

La matrice de lissage est donnée par S = N(NtN+λΩ)−1Nt, matrice symétrique,
définie positive. Elle a 2 valeurs propres égales à 1, correspondantes aux fonctions
propres contante et linéaire, et n−2 valeurs propres comprises strictement entre 0 et
1, correspondant aux fonctions propres d’ordre supérieur.

Considérons les valeurs propres de S, en ordre décroissant : ν1 ≥ . . . ≥ νn, et les
fonctions propres correspondant v1, . . . ,vn. Nous avons la relation : Svi = νivi, i =
1, . . . , n. La représentation du vecteur réponse y en la base constituée par les fonctions
propres est donnée par : y =

∑n
i=1 γivi, où {γi}i sont les coefficients associés à cette

base. Le vecteur des estimations peut donc s’écrire en termes des valeurs et fonctions
propres comme suit : ŷ =

∑n
i=1 γiSvi =

∑n
i=1 γiνivi. La contribution des premières

fonctions propres est très importante, car les valeurs propres correspondantes sont
élevées, en revanche la contribution des fonctions d’ordre supérieur est plus faible,
car les valeurs propres correspondantes sont proches de zéro [Ruppert et al., 2003].

L’estimation par des splines cubiques préserve donc les fonctions constantes et
linéaires : S1n = 1n, où 1n = (1, . . . , 1)t, Sx1 = x1, où x1 = (x11, . . . , xn1)t et
“amortit” (ou rétrécit) le tracé des points observés, dans les autres cas : ‖Sv‖ < ‖v‖,
pour une norme quelconque et pour v quelconque, n’appartenant pas au sous–espace
généré par 1n et x1.

Les figures (1.2) et (1.3) montrent les valeurs propres et les fonctions propres des
splines cubiques de lissage, respectivement. Les deux premières fonctions propres,
correspondantes aux deux valeurs propres égales à 1, génèrent l’espace des fonctions
linéaires et constantes. Les fonctions propres correspondantes aux plus petites valeurs
propres deviennent plus oscillantes.
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Fig. 1.2 – Estimation par des splines cubiques de lissage (à gauche). La valeur du
paramètre de lissage est fixée à λ = 10−3 Les données sont générées par y = x

2 +
1
2 sin(2πx) + ε, Les valeurs de x sont régulièrement espacées sur l’intervalle [0, 1]
(n = 20), et ε est une variable normale centrée d’écart–type σ = 0.04. Valeurs
propres pour les splines cubiques de lissage (à droite) correspondant aux fonctions
propres de la figure (1.3).

1.2.3.3 Splines pénalisées

Quand le nombre d’observations est élevé, les splines cubiques de lissage présentent
des difficultés numériques, conséquence du nombre élevé d’éléments dans la base de
fonctions. Les splines pénalisées ou P–splines, comme les splines de lissage, sont le
résultat d’un problème de minimisation des moindres carrés pénalisés, mais on n’uti-
lise plus l’ensemble maximal de nœuds {xi1} [Eilers et Marx, 1996]. Ces méthodes
reposent sur l’idée qu’on peut utiliser une base de splines de moins de n éléments
avec une perte négligeable d’information.

La position et le nombre de nœuds doivent être alors déterminés, comme
pour les splines de régression. Généralement, les points sont uniformément
placés sur [x(1)1, x(n)1] [Eilers et Marx, 1996], sur les percentiles [Ruppert, 2002], ou
aléatoirement sur l’ensemble {xi1} [Gu et Kim, 2002, Kim et Gu, 2004]. Quant au
nombre de nœuds, il a été observé que celui–ci peut être beaucoup plus petit que
le nombre d’observations (de l’ordre de kn2/(4r+1), où k ≈ 10 et r ∈ [1, 2] dépend
de la régularité de la vraie fonction2) sans affecter l’estimation [Gu et Kim, 2002,
Kim et Gu, 2004].

Une autre technique qui vise à éviter les problèmes numériques est celle des

2Par exemple, pour les splines cubiques, r = 1 si la vraie fonction f vérifie uniquement∫
[f (2)(t)]2dt < ∞, r = 1.5 si

∫
[f (3)(t)]2dt < ∞, et r = 2 si

∫
[f (4)(t)]2dt < ∞.
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1ère f. propre 2-ème f. propre 3-ème f. propre 4-ème f. propre 5-ème f. propre

6-ème f. propre 7-ème f. propre 8-ème f. propre 9-ème f. propre 10-ème f. propre

11-ème f. propre 12-ème f. propre 13-ème f. propre 14-ème f. propre 15-ème f. propre

16-ème f. propre 17-ème f. propre 18-ème f. propre 19-ème f. propre 20-ème f. propre

Fig. 1.3 – Fonctions propres correspondantes aux valeurs propres ordonnées (de façon
décroissante) de la matrice de lissage des splines cubiques de lissage avec n = 20.

pseudo–splines, basée sur l’élimination des fonctions propres correspondantes aux va-
leurs propres de la matrice de lissage proches de zéro [Hastie, 1996]. Dans l’exemple
de la figure (1.2), cela consiste à annuler exactement les dernières valeurs propres.

1.2.3.4 Différentes approches des splines de lissage

L’équation (1.20) témoigne du fait qu’il existe deux objectifs opposés en estima-
tion fonctionnelle : maximiser l’ajustement aux données et minimiser les fluctuations
de la courbe. La minimisation de la somme des carrés résiduels, en ajoutant un
terme de pénalisation sur les grandes fluctuations, aborde directement le compromis
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nécessaire. Cette approche est un cas particulier de la log–vraisemblance pénalisée
[Green et Silverman, 1994] :

lP (f) =
−1

2σ2

n∑

i=1

(yi − f(xi1))
2 − 1

2
λ

∫ [
f (2)(t)

]2
dt, (1.26)

où σ2 est la variance du bruit d’observation (supposé gaussien). Si le paramètre de
lissage re–paramétré par µ = λσ2, il est immédiat que maximiser de lP est équivalent
à minimiser le problème pénalisé (1.20).

Aussi, l’équation (1.20) est le lagrangien du problème d’optimisation sous
contraintes :

min
f∈C2

n∑

i=1

(yi − f(xi1))
2 sous contrainte

∫ [
f (2)(t)

]2
dt ≤ τ. (1.27)

Il existe une relation monotone bijective entre le terme du lagrangien λ et “la limite
de rugosité” (the bound of roughness) τ .

Il existe également une caractérisation bayésienne des splines cubiques de lissage
[Green et Silverman, 1994, Hastie et Tibshirani, 2000]. Si une distribution a priori
gaussienne est considérée, f ∼ N (0,K−τ 2), la distribution a posteriori résultante est
f |y ∼ N (S(λ)y,S(λ)σ2), où λ = σ2/τ 2, et K matrice de pénalisation des splines
cubiques naturelles, telle que

∫
[f (2)(x)]2dx = f tKf . La matrice K− est une inverse

généralisée de K, telle que les valeurs propres de K égales à 0 (correspondantes aux
vecteurs propres des fonctions constantes et linéaires) deviennent des valeurs propres
de K− égales à +∞. Par conséquent, la distribution a priori attribue une variance
“infinie” aux fonctions linéaires et constantes, ce qui veut dire qu’aucune contrainte
n’est appliquée à ces fonctions.

1.2.3.5 Interprétation du paramètre de lissage

Le paramètre de lissage λ contrôle le compromis entre l’ajustement aux données
et le lissage de la courbe, soit encore le compromis entre les effets du biais et les effets
de la variance [Linde, 2000]. Quand λ → ∞, la solution est une régression linéaire.
Quand λ → 0, la solution est une courbe très accidentée (mais régulière : f ∈ C2),
interpolant les observations.

1.2.4 Relation entre les méthodes

De nombreuses méthodes d’estimation non paramétriques sont disponibles : des
polynômes locaux (incluant le degré 0), des splines, des ondelettes, des séries de
Fourier, des plus proches voisins, . . . Les deux premières, traitées ici, possèdent de
bonnes propriétés d’approximation de la vraie fonction, les bords inclus. Ces méthodes
sont également faciles à comprendre : les polynômes locaux généralisent la régression
linéaire, par l’incorporation de non linéarités locales (ce qui permet l’utilisation ex-
plicite du cadre théorique des moindres carrés pour la dérivation des propriétés des
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estimateurs), l’estimateur par splines, lui, émerge de l’optimisation de la vraisem-
blance pénalisée (ce qui permet l’immersion dans un cadre théorique très général)
[Simonoff, 1996].

Malgré leurs différences quant à l’origine, il existe une relation entre l’estimateur
obtenu par les splines de lissage et un estimateur obtenu par un noyau quelconque :
les splines de lissage sont, fondamentalement, une pondération locale par noyaux,
avec une largeur de bande variable [Silverman, 1984, Green et Silverman, 1994,
Simonoff, 1996].

Les splines de lissage sont une méthode de lissage linéaire en Y , l’estimation en
x0 s’écrit donc : f̂(x0) = 1/n

∑n
i=1 yiS(x0, xi1), où S(x0, xi1) est le poids en f̂(x0) as-

socié au point xi1. L’ensemble des pondérations {S(x0, xi1)}i est dit noyau équivalent
(equivalent kernel) en x0. Sous certaines conditions (n grand, x n’est pas trop proche
du bord du domaine défini par les observations, et λ n’est ni trop grand, ni trop
petit), les approximations suivantes sont obtenues :

S(x0, x) ≈
Kµ(x) (x0, x)

hX(x)
, (1.28)

où hX est la densité locale de X et µ le paramètre (variable) largeur de bande, qui
vérifie µ(x) = λ1/4n−1/4hX(x)−1/4. La fonction noyau K est définie par :

K(t) =
1

2
exp

(
− |t|√

2

)
sin
( |t|√

2
+

π

4

)
. (1.29)

Cette approximation de S(x0, x) met en évidence le fait que les splines de lissage
définissent, approximativement, une convolution. Les observations qui se trouvent
dans le voisinage, contribuent plus à l’estimation, et la vitesse avec laquelle l’influence
des données se dissipe est contrôlée par µ(x). Aussi, cette approximation suggère une
correspondance entre l’estimateur obtenu par les splines de lissage et un estimateur
obtenu par un polynôme local de degré 2 ou 3.

Observons que la forme de K indique que l’influence des points sur l’estimation
de la courbe se dissipe exponentiellement. Une modification du paramètre de lissage
λ affecte le paramètre local largeur de bande, dans la même façon multiplicative par-
tout. Souvent, la valeur optimale de λ varie énormément entre différents problèmes,
en particulier si l’échelle de la variable explicative est différent. Le fait que λ soit
proportionnelle à la puissance 4 de la largeur de bande locale pourrait expliquer cette
grande variation.

Observons également que la largeur de bande locale dépend de la densité hX .
Cette situation est intermédiaire entre le paramètre de lissage global et le lissage
basé sur un moyennage d’un nombre fixé de points du voisinage (largeur de bande
locale proportionnelle à 1/hX). Ce comportement intermédiaire permet une bonne
adaptabilité des splines de lissage aux effets dus à la variabilité de la densité de
la variable d’entrée et aux changements rapides de la courbure de la fonction de
régression.
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1.2.4.1 Comparaison expérimentale des méthodes

Différentes méthodes de lissage, parmi lesquelles se trouvent les splines cu-
biques de lissage, les splines de régression et les noyaux, ont été comparées par
[Breiman et Peters, 1992]. Ils concluent qu’aucune des méthodes ne domine dans tous
les aspects étudiés. Les splines de lissage sont les plus précises (au sens des erreurs
quadratiques) mais elles ont une tendance à sous–lisser, les splines de régression ob-
tiennent la meilleure performance globale (pour toute valeur de n, pour toutes les
distributions). Dans leurs expériences, la méthode basée sur les noyaux semble avoir
des problèmes de biais et variance sur les bords.

1.3 Modèles additifs

1.3.1 Régression non paramétrique multidimensionnelle

La généralisation multidimensionnelle du problème (1.1) est la suivante :

Y = f(X1, . . . , Xp) + ε, (1.30)

où (X, Y ) = (X1, . . . , Xp, Y ) vecteur aléatoire, ε variable aléatoire indépendante de
X telle que E(ε) = 0, Var(ε) = σ2.

L’ajustement de Y à une surface p–dimensionnelle par lissage peut se faire en
généralisant les noyaux par [Härdle et Muller, 2000] :

KΛ(x,x′) =
1

det(Λ)
K
(
Λ−1(x − x′)

)
, (1.31)

où x = (x1, . . . , xp)t, x′ = (x′
1, . . . , x

′
p)

t, et Λ est une matrice symmétrique, définie
positive. De nombreuses possibilités existent pour définir la fonction K. Par exemple,
elle peut être définie par le produit de p noyaux unidimensionnels, K : K(t) = K(t1) ·
. . . · K(tp), ou par un seul noyau unidimensionnel : K(t) = K(‖t‖), où le choix de la
norme détermine la forme des voisinages. Une autre possibilité consiste à généraliser
directement les fonctions noyaux unidimensionnelles (par exemple, le noyau gaussien
(1.4) p–dimensionnel).

La généralisation de l’estimateur de Nadaraya–Watson (1.5) est alors :

f̂NW (x) =

∑n
i=1 yiKΛ(x,xi)∑n
i=1 KΛ(x,xi)

, (1.32)

où xi = (xi1, . . . , xip)t.
La généralisation du problème de minimisation (1.8), dans le cas particulier de la

régression locale linéaire, est :

n∑

i=1

(
yi − β0 − (x − xi)tβ1

)2KΛ(x,xi), (1.33)

où β1 est un vecteur de dimension p × 1.
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Pour les splines cubiques, une possibilité est de généraliser la pénalisation de la
dérivée seconde (1.20) à une pénalisation “plate” [Gu, 2000] :

∫ ∫ {(
∂2f

∂x2
1

)2

+ 2

(
∂2f

∂x1∂x2

)2

+

(
∂2f

∂x2
2

)2
}

dx1dx2, (1.34)

en dimension 2, ou

∫
. . .

∫ { p∑

j=1

(
∂2f

∂x2
j

)2

+ 2
∑

j>k

(
∂2f

∂xj∂xk

)2
}

p∏

j=1

dxj , (1.35)

en général. Une autre possibilité est le produit tensoriel de splines, définis sur des
espaces de Hilbert à noyau auto–reproduisant, RKHS (Reproducing kernel Hilbert
Spaces)3.

1.3.1.1 Les problèmes de la dimension élevée

Dans le cas multidimensionnel, la régression non paramétrique présente plusieurs
problèmes. Premièrement, la représentation graphique n’est pas possible pour plus
de 2 variables explicatives, et l’interprétation devient difficile.

Deuxièmement, l’approche des méthodes locales échoue en dimension élevée.
C’est le problème dit du “fléau de la dimensionnalité” (curse of dimensionality)
[Bellman, 1961], qui se manifeste de façons diverses. Par exemple, supposons que
les observations des variables explicatives soient uniformément distribuées dans un
cube unitaire p–dimensionnel (p = 2, p = 10). Pour recouvrir un pourcentage des
données r = 10%, il faut un sous–cube de côté r1/p. La longueur du côté est 0.32,
pour p = 2, et 0.79, pour p = 10. Pour p élevé, ces voisinages ne sont plus “locaux”
(la longueur du côté est très proche de l’unité, et donc le sous–cube est très proche
du cube global). Par conséquent, quand la dimension augmente, soit il faut prendre
des voisinages plus grands, ce qui implique des moyennages globaux et donc, des
grands biais, soit il faut réduire le pourcentage des données, r, ce qui implique des
moyennages sur peu d’observations et donc, des grandes variances de l’ajustement
[Hastie et al., 2001].

Troisièmement, en dimension élevée, la plupart des ensembles de données se
trouvent sur des variétés de dimension moins importantes. Si ces variétés sont des
hyper–plans, on rencontre le problème de colinéarité des variables explicatives. Si ces
variétés sont régulières, on rencontre le problème plus général de “concurvité”. (voir
section 1.3.4.4, page 34).

Finalement, si la surface à estimer est m fois continûment différentiable sur un
domaine p–dimensionnel borné, alors le taux asymptotique optimal pour l’estimation
de la surface de régression est de l’ordre de n−2m/(2m+p). Pour obtenir un taux du
même ordre que dans le cas unidimensionnel, il faut supposer que la fonction est
m×p continûment différentiable : quand la dimension crôıt, les surfaces pouvant être
estimées sont de plus en plus régulières.

3Soit H un espace de Hilbert de fonctions sur un domaine X . Si ∀x ∈ X , l’opérateur d’évaluation
[x]f = f(x) est continu en H, alors H est dit un espace RKHS.



1.3. Modèles additifs 29

1.3.1.2 Réduction de la dimension

Une solution aux problèmes de la dimension élevée consiste à supposer que la
fonction de régression possède une structure déterminée. Ces techniques non pa-
ramétriques restent des outils flexibles. Le prix à payer est la possible spécification
erronée du modèle.

Les techniques basées sur des principes de “réduction de la dimension” sont
les modèles additifs, qui supposent que la fonction de régression est une somme
de fonctions monovariées en chacune des variables, les modèles de projections
révélatrices (projection pursuit), proches des réseaux de neurones de type perceptron
multicouche, et les arbres.

Projections révélatrices

L’algorithme des projections révélatrices (projection pursuit) construit
un modèle de régression additif de la forme [Friedman et Stuetzle, 1981,
Klinke et Grassmann, 2000] :

Y =
∑K

k=1 fk(αT
k X) + ε, (1.36)

où ε est tel que E(ε) = 0, Var(ε) = σ2, et indépendant des variables d’entrée.
La matrice des données est projetée sur K directions αk. La surface de régression

est construite par l’estimation des régressions unidimensionnelles fk appliquées aux
projections. Les directions αk et le nombre de termes K sont choisis par des méthodes
de sélection de modèle telles que la validation croisée généralisée.

L’avantage de cette technique est qu’elle permet le traitement facile des données
peu denses. Le modèle est également peu contraint. Néanmoins, pour K > 1, ce
modèle présente des difficultés d’interprétation : il est difficile d’évaluer les contribu-
tions de chaque variable. Pour K = 1, le modèle est connu sous le nom de modèle à
indice simple (single–index model).

Les projections révélatrices sont souvent comparées aux perceptrons multi-
couches. Ces deux méthodes extraient des combinaisons linéaires des entrées, et
modélisent, ensuite, la variable de sortie comme une fonction non linéaire de
celles–ci. Cependant, les fonctions fk des projections révélatrices sont différentes
et non paramétriques, alors que les réseaux de neurones utilisent une fonction
(d’activation) plus simple, normalement la fonction softmax (ou logistique). Dans le
cas des projections révélatrices, le nombre de “couches” est fixé à deux et le nombre
de fonctions K est également prédéfini, ce qui n’est pas le cas pour les réseaux de
neurones.

Arbres

Les arbres divisent l’espace des variables explicatives en un ensemble d’hyper–
cubes. Un modèle simple (par exemple, une constante) est alors ajusté sur chaque
hyper–cube :

f(x) =
K∑

k=1

αkI{x∈Rk}, (1.37)
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où K le nombre de régions de la partition, Rk les régions disjointes, αk la constante
qui modélise la réponse dans la région Rk. L’algorithme décide simultanément la
partition et les valeurs des paramètres αk.

Les arbres ont l’avantage de la simplicité conceptuelle et la capacité d’in-
terprétation. Leurs limitations sont l’instabilité et l’absence de continuité de la surface
de régression.

1.3.2 Modèles additifs

Les modèles additifs supposent que la fonction de régression peut s’écrire
comme une somme de fonctions des variables explicatives [Stone, 1985,
Hastie et Tibshirani, 1986] :

Y = α0 +
p∑

j=1

fj(Xj) + ε, (1.38)

où ε est indépendant de X = (X1, . . . , Xp), E(ε) = 0 et Var(ε) = σ2 ; α0 est
une constante, fj , j = 1, . . . , p sont des fonctions unidimensionnelles telles que
EXj [fj ] = 0 (pour qu’il y ait unicité). Cette condition d’identifiabilité implique que
EX[Y ] = α0 [Hastie et Tibshirani, 1990].

Généralisation du modèle linéaire

Les modèles additifs peuvent être introduits comme une généralisation du modèle
de régression linéaire multiple. Celui-ci est l’outil de base pour modéliser la relation
entre la variable réponse continue et les variables explicatives :

Y = α0 + X1α1 + . . . + Xpαp + ε, (1.39)

où ε est indépendant de X, E(ε) = 0, Var(ε) = σ2.
La supposition de dépendance linéaire de EX[Y ] en chacune des variables

explicatives est une hypothèse forte. Quand cette hypothèse n’est pas vérifiée, une
façon d’étendre le modèle linéaire est le modèle additif. La forme non–paramétrique
des fj accorde plus de flexibilité au modèle, alors que la structure additive préserve
la possibilité de représenter l’effet de chaque variable. Le modèle ajusté peut être
représenté par p fonctions unidimensionnelles décrivant les rôles des variables expli-
catives dans la modélisation de la réponse, ce qui facilite l’interprétation. Cependant,
la simplicité du modèle linéaire est perdue. Un nouveau problème apparâıt : la
sélection des paramètres de lissage, représentant la complexité de chaque composante
du modèle.

1.3.3 Propriétés du modèle

Interprétabilité
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L’effet conjoint des variables explicatives sur la variable réponse est exprimé
comme une somme des effets individuels. Ces effets individuels montrent comment
l’espérance de la réponse varie quand une des composantes varie alors que les autres
sont fixées à des valeurs quelconque. Ainsi, les fonctions individuelles peuvent être
représentées séparément afin de visualiser l’effet de chaque variable explicative,
rendant intelligible le résultat. La possibilité de représenter les effets des variables
directement (sans transformations) fournit au même temps des indications sur
l’importance de chacune des variables.

Fléau de la dimensionnalité

En restreignant la nature des dépendances, les problèmes liés à la dimension élevée
sont atténués : la réponse est modélisée comme la somme de fonctions unidimension-
nelles des variables explicatives, au lieu d’être modélisée par des fonctions multi-
dimensionnelles. Par conséquent, le nombre d’observations requis croit linéairement
avec p (et non pas exponentiellement).

Considérons l’estimation de la fonction de régression (1.30). Le taux asymptotique
optimal pour l’estimation de f est n−[m/(2m+p)], où m est un indice de la régularité
de la fonction (f est m − 1 fois continûment différentiable et ses m–èmes dérivés
directionnelles existent)[Stone, 1982]. En revanche, si f est additive, le taux optimal
atteint le taux de convergence unidimensionnel n−[m/(2m+1)] [Stone, 1986]. En ce
sens–là, les modèles additifs sont considérés comme des techniques de réduction de
la dimension.

Modèle incorrect

Le modèle est mal spécifié les variables explicatives interagissent. C’est à dire,
que l’effet des variations d’une variable explicative sur la réponse dépend des valeurs
adoptées par les autres variables explicatives.

Supposons le modèle de régression multiple général (1.30), où la fonction f
est une fonction lisse. Supposant que les observations {xij} sont contenues dans
une région où la courbure de la fonction f est petite dans les espaces produit,
alors l’additivité (et la linéarité) peut être justifiée par une expansion de Taylor de
premier ordre : f(x) ≈ f(x′) + Df(x)(x− x′), où x′ est dans la région définie par les
observations et Df indique la différentielle de f [Ruppert et al., 2003]. Si la courbure
de f est élevée dans la région définie par les produits cartesiens des observations,
l’expansion de Taylor nécessite, au moins, des termes quadratiques et des termes
croisés en 2 variables. Quand seulement les premiers sont nécessaires, le modèle est
toujours additif, bien qu’il incorpore des termes “non linéaires”.

Adaptabilité

L’intérêt des modèles additifs est leur capacité à modéliser la relation entre les
variables d’une façon intuitive, mais aussi la possibilité d’adapter le modèle à des
situations plus simples ou plus complexes. Quand des composantes ne demandent
pas une modélisation non paramétrique, elles peuvent être réduites à des composantes
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linéaires (voir modèles semi–paramétriques, section 1.4.4, page 49). Egalement, quand
des interactions existent entre certaines variables, des termes quadratiques (ou d’ordre
supérieur) peuvent être intégrés dans le modèle (voir modèles d’interaction, section
1.4.4, page 49).

1.3.4 Estimation

1.3.4.1 Complexité de l’estimation

La complexité de l’estimation des modèles additifs dépasse largement celle des
modèles linéaires [Breiman, 1993]. L’espace des modèles linéaires pour p variables
explicatives est p–dimensionnel (les moindres carrés choisissent un de ces espaces).
L’espace des modèles additifs excède largement cette dimension. Souvent, la dimen-
sionnalité n’est pas bien définie. Les données sont alors utilisées pour choisir entre de
nombreuses alternatives.

Si l’objectif principal est la prédiction, les problèmes sont plus simples. Si on veut
comprendre les relations entre variables, les problèmes sont parfois rendus difficiles
par les problèmes de concurvité. Dans ce cas, il est possible d’obtenir un ensemble de
modèles très différents, au niveau de la relation entre les variables explicatives, mais
présentant la même précision en prédiction.

1.3.4.2 Équations normales

Afin de justifier les techniques de lissage pour les modèles additifs, le problème
peut être formulé dans un espace de Hilbert [Hastie et Tibshirani, 1990].

Soit [HXY , 〈., .〉] l’espace de Hilbert des variables aléatoires, g(X, Y ), fonctions
de X = (X1, . . . , Xp) et de Y , centrées (E(X,Y ) (g(X, Y )) = 0), de variance fi-
nie (E(X,Y ) (g(X, Y )2) < ∞), et produit scalaire défini par 〈g1(X, Y ), g2(X, Y )〉 =
E(X,Y )(g1(X, Y ) · g2(X, Y )).

Soient [HXj , 〈., .〉], j = 1, . . . , p, des sous–espaces tels que HXj contient seulement
des fonctions de Xj , centrées de carré intégrable. La relation entre ces sous–espaces
est donnée par : [HXj , 〈., .〉] ⊂ [HX1 ⊕ . . . ⊕ HXp, 〈., .〉] ⊂ [HX, 〈., .〉] ⊂ [HXY , 〈., .〉]
(où ⊕ indique la somme directe).

Les fonctions individuelles fj(Xj) sont déterminées de façon unique par la condi-
tion E(X,Y ) (g(X, Y )) = 0. Cette condition implique que l’unique fonction constante

qui appartient aux espaces définis est la fonction 0. Également, la fonction Y (l’iden-
tité appliquée à la variable Y ) est supposée centrée.

La meilleure estimation possible de f est celle qui minimise le critère donné par
l’erreur quadratique de prédiction sous la contrainte d’additivité :






min
f∈S

EXY [Y − f(X)]2 = min
f∈S

〈Y − f(X), Y − f(X)〉HXY

sous contrainte f(X) =
∑p

j=1 fj(Xj),

(1.40)

où S est la classe de fonctions de lissage (splines, noyaux,. . .).



1.3. Modèles additifs 33

Ce problème de minimisation sous contraintes revient à trouver l’élément du sous–
espace HX1 ⊕ . . . ⊕HXp le plus proche du point Y ∈ HXY , ou de façon équivalente,
le point f(X) ∈ HX de la forme

∑p
j=1 fj(Xj) le plus proche du point Y ∈ HXY .

Sans contraintes, la solution au problème (1.40) est f(X) = E(Y |X). Avec la
contrainte, on cherche la solution additive la plus proche.

Puisque [HX1 ⊕ . . . ⊕ HXp , 〈., .〉] ⊂ [HX, 〈., .〉] est fermé (sous des hypothèses
techniques), par le théorème de la projection4, il existe une solution unique de l’ap-
proximation optimale de f(X) dans l’espace additif :

∑p
j=1 fj(Xj).

L’opérateur espérance conditionnelle, Pj = E(.|Xj) : HXY −→ HXj est une pro-
jection orthogonale sur l’espace Xj . L’élément f(X) minimisant (1.40) peut être
caractérisé par le résidu, Y − f(X), orthogonal à l’espace HX1 ⊕ . . . ⊕ HXp. Aussi,
puisque cet espace est généré par les HXj , le résidu est orthogonal aux HXj et donc,
Pj (Y − f(X)) = 0, ∀j. Par l’équivalence :

E[Y − f(X)|Xj] = 0 ⇔ fj(Xj) = E[Y −
∑

k &=j fj(Xj)|Xj ], (1.41)

j = 1, . . . , p, les fonctions f(Xj) sont caractérisées. Cela implique la représentation
matricielle du problème (1.40) :





I P1 . . . P1

P2 I . . . P2
...

...
. . .

...
Pp . . . Pp I









f1(X1)
f2(X2)

...
fp(Xp)




=





P1Y
P2Y

...
PpY




. (1.42)

De manière équivalente, les matrices des estimations de (1.42) sont considérées
pour des observations. Soit {(Xi1, . . . , Xip, Yi)}n

i=1 un échantillon i.i.d. de (X, Y ), et
{(xi1, . . . , xip, yi)}n

i=1 des réalisations. Soit Sj (ou Sj(λj)) la matrice de lissage n× n,

pour λj fixé, alors f̂j = Sjy, où f̂j = (f̂1j , . . . , f̂nj)t et f̂ij = f̂(xij).
En remplaçant Pj par Sj le problème est transformé en :





I S1 . . . S1

S2 I . . . S2
...

...
. . .

...
Sp . . . Sp I









f̂1
f̂2
...

f̂p




=





S1y
S2y

...
Spy




. (1.43)

Ce système d’équations np×np des estimations est le système des équations normales.
De façon plus compacte, on notera :

Af̂ = By. (1.44)

4Théorème de la Projection
Soit [H, 〈., .〉] un espace de Hilbert, et K ⊂ H sous–espace convexe non vide et fermé.
∀x ∈ H, ∃! y ∈ K projection optimale ou orthogonale de x sur K, i.e. 〈x−y, x−y〉 = inf

z∈K
〈x−z, x−z〉.

On notera y = PK(x). La projection orthogonale y est caractérisée par être l’unique élément de K
tel que ∀z ∈ K Re〈x − y, z − y〉 ≤ 0.
L’opérateur PK(.) est continu et linéaire.
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1.3.4.3 Existence et unicité des solutions

Sous certaines conditions, les équations normales (1.43)–(1.44) sont consistantes
(il existe au moins une solution) [Schimek et Turlach, 2000] :
Si ∀j, j = 1, . . . , p, la matrice de lissage linéaire, Sj , est symétrique et ses valeurs
propres sont comprises dans l’intervalle [0, 1], alors les équations normales sont consis-
tantes pour tous les y.

Cependant, pour que cette solution soit unique d’autres conditions sont nécessaires
[Hastie et Tibshirani, 1990, Schimek et Turlach, 2000]. Pour le cas p = 2, la solution
est unique si ‖S1S2‖ < 1, où ‖.‖ est une norme matricielle quelconque (les conditions
de symétrie et que les valeurs propres soient comprises à l’intervalle ] − 1, 1] sont
suffisantes pour la consistance, dans la cas p = 2). Pour p > 2, la condition d’unicité
devient [Opsomer, 2000, Schimek et Turlach, 2000] :

max
δ∈[2,p]

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

δ−1∑

j=1

SδSj

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ < 1. (1.45)

1.3.4.4 Concurvité

La concurvité est une cause de dégénérescence des équations normales, dont le
résultat est la non unicité des solutions.

Dans le cas de la régression linéaire (1.39) la colinéarité désigne une relation exacte
ou proche de la dépendance linéaire entre deux ou plusieurs variables explicatives
(singularité exacte ou “mauvais conditionnement”, respectivement) [Wetherill, 1986,
Sen et M., 1990] : pour au moins un j ∈ {1, . . . , p}, il existe un ensemble de scalaires
{αk}k &=j, tels que xj ≈

∑
k &=j αkxk. En présence de colinéarité, les équations normales,

XtXα̂ = Xty, (1.46)

sont dégénérées, ou la matrice XtX est proche de la singularité.
Dans le cas de la régression non paramétrique, la colinéarité se généralise à la

concurvité [Buja et al., 1989, Hastie et Tibshirani, 1990]. La concurvité désigne une
relation régulière et additive proche de dépendance entre deux ou plusieurs variables
explicatives : pour au moins un j ∈ {1, . . . , p}, il existe un ensemble de fonctions
{gk}k=1,...,p, tels que gj(Xj) ≈

∑
k &=j gk(Xk). En termes d’équations normales, la

concurvité est définie comme l’existence d’une solution non nulle à Ag = 0 (1.44). Si
un tel g existe, et que f̂ est solution pour Af̂ = By, alors f̂ + γg est aussi solution
pour toute valeur de γ.

La concurvité, dans le cas consistant, peut être formulée en fonction des va-
leurs propres des matrices de lissage [Hastie et Tibshirani, 1990, Schimek, 2000]. Soit
M1(Sj) l’espace généré par les vecteurs propres de Sj de valeur propre 1, j = 1, . . . , p.
Il existe de la concurvité si, et seulement si, les espaces M1(Sj) sont linéairement
dépendants. Pour p = 2, cela est équivalent à En pratique, cela signifie qu’il existe un
vecteur réponse, y qui peut être parfaitement expliqué soit par x1 = (x11, . . . , xn1)t,
soit par x2 = (x12, . . . , xn2)t.
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Dans la pratique, la singularité exacte (concurvité exacte) du système matriciel
est improbable, cependant des systèmes proches de la singularité sont assez communs.
La concurvité “approchée” peut être caractérisée par un mauvais conditionnement
de A qui traduit des relations presque déterministes entre variables explicatives.

Conséquences de la concurvité

Dans le cas linéaire, si les colonnes de X sont proches de la dépendance linéaire,
alors XtX est proche de la singularité, et l’estimateur des moindres carrés de α
est instable. L’erreur quadratique moyenne de l’estimateur des moindres carrés,
MSE(α̂) = E[(α̂−α)(α̂−α)] = σ2tr((XtX)−1), sera donc élevée. Par conséquent, en
présence de colinéarité, l’erreur sera élevée et les estimations seront imprécises dans
les directions des vecteurs correspondant aux valeurs propres petites [Wetherill, 1986].

Dans le cas additif, les conséquences sont similaires. Des problèmes d’in-
stabilité numérique apparaissent en présence de concurvité [Buja et al., 1989,
Hastie et Tibshirani, 1990, Dominici et al., 2002], la contribution des variables étant
statistiquement instable, l’interprétation des composantes devient imprécise ou
déformée [Gu, 1992b, Gu, 2002, Donnell et al., 1994], et les estimations sont biaisées
et leur variance sous–estimée [Ramsay et al., 2003a, Ramsay et al., 2003b].

Diagnostic de la concurvité

Des mesures basées sur les corrélations entre les variables explicatives (comme
le facteur d’inflation de la variance) ou les valeurs propres de la matrice XtX stan-
dardisée (comme le conditionnement ou la plus petite valeur propre) sont souvent
utilisées pour le diagnostic de la colinéarité [Wetherill, 1986, Sen et M., 1990].

La notion de concurvité (approchée) est plus complexe, car les relations
considérées entre deux ou plusieurs variables sont non paramétriques. Les rares me-
sures de la concurvité proposées sont soit limitées à la relation entre les approxima-
tions linéaires des fonctions, soit d’application imprécise.

Plusieurs mesures, appelées globalement diagnostic des cosinus, sont proposées par
[Gu, 1992b, Gu, 2002]. Des valeurs proches de 0 de cos(f̂j , f̂k) indiquent des relations

proches de l’orthogonalité. Des valeurs proches de 0 du vecteur πj = 〈f̂j , ŷ〉/‖ŷ‖2
2,

désignent des termes faisant partie du bruit. Inversement, des cosinus entre les f̂j et
les résidus proches de 0 indiquent des termes influents. Finalement, quand la norme de
‖f̂j‖2, comparée à celle des observations, est petite, alors le j–ème terme est considéré
négligeable.

Ces mesures se réduisent à un diagnostic des dépendances entre les approxima-
tions linéaires des fonctions (le cosinus correspond aux produits scalaires des vecteurs
normalisés) et de la pertinence des composantes.

L’application de la technique “les plus petites composantes principales additi-
ves” (the smallest additive principal component) à la détection de la concurvité est
proposée par [Donnell et al., 1994]. Cette technique est une généralisation des com-
posantes principales (linéaires). La plus petite composante principale additive est une
fonction additive des données

∑
j gj(xj), de variance minimum, impliquant que les
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données satisfont aussi fidèlement que possible la relation additive
∑

j gj(xj) = 0.
De façon analogue aux composantes principales linéaires, les valeurs propres des plus
petites composantes principales additives mesurent l’importance de la dégénérescence
additive. Une valeur propre égale à 0 indique la dégénérescence exacte, une valeur
propre petite révèle des problèmes d’instabilité. Si la plus petite valeur propre est 1,
les espaces additifs sont orthogonaux.

Cette méthode présente quelques inconvénients. Tout d’abord, elle ne définit pas le
seuil en dessous duquel une valeur propre est considérée petite. Aussi, l’interprétation
en termes des valeurs propres n’est pas générale, en particulier elle n’est pas directe-
ment transférable aux régressions pénalisées, telles que les splines de lissage. Finale-
ment, l’intégration de la sélection des paramètres de la complexité n’est pas traitée.

L’étude de la régression additive d’une des variables explicatives en fonction des
autres est proposée par [Ramsay et al., 2003a]. La corrélation entre la variable et la
régression de celle–ci en fonction des autres variables est considérée indicatrice des
problèmes de concurvité.

1.3.4.5 Méthodes de lissage

La généralisation du critère minimisé par les splines cubiques dans le cas unidi-
mensionnel (1.20) au contexte de la régression additive admet l’expression explicite
suivante [Hastie et Tibshirani, 1990, Wahba, 1990] :

min
α0,f1,...,fp

n∑

i=1

(

yi − α0 −
p∑

j=1

fj(xij)

)2

+
p∑

j=1

λj

∫ [
f (2)

j (t)
]2

dt, (1.47)

pour α0 scalaire, fj ∈ C2 tel que E[fj(Xj)] = 0 et pour des valeurs λj prédéfinies.

Les fonctions f̂j , j = 1, . . . , p, qui minimisent ce critère sont effectivement des splines
cubiques [Wahba, 1990].

Chaque fonction fj est ainsi pénalisée par une constante λj , qui peut être différente
sur chaque composante. Comme dans le cas unidimensionnel, si λj = 0, ∀j, la solution
est un ensemble de fonctions d’interpolation, si chaque λj tend vers l’infini, alors les

f̂ (2)
j = 0, ∀j, et donc les f̂j sont linéaires (le problème est, dans ce cas, celui des

moindres carrés ordinaires).
La formulation du problème (1.47), en termes d’optimisation sous contraintes est

la suivante :

min
α0,f1,...,fp

n∑

i=1

(

yi − α0 −
p∑

j=1

fj(xij)

)2

sous contraintes

∫ [
f (2)

j (t)
]2

dt ≤ τj , j = 1, . . . , p,

(1.48)

où τj dépend de λj.
Considérons une base de fonctions splines, par exemple la base naturelle B–spline,

constituée de n+2 éléments. Soient {Nkj(x)}n+2
k=1 les éléments de la base pour la j–ème
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composante, évalués en x, Nj la matrice n×(n+2) de la base évaluée en {xij}i, et Ωj

la matrice (n + 2)× (n + 2) correspondant à la pénalisation de la dérivée seconde. La
représentation de fj(x) dans cette base est donnée par fj(x) =

∑n+2
k=1 βkjNkj(x), où

les coefficients βj = (β1j , . . . , βn+2,j)t, sont estimés par minimisation de l’expression
matricielle du problème (1.47) :

min
α0,β1,...,βp

∥∥∥∥∥y − α0 −
p∑

j=1

Njβj

∥∥∥∥∥

2

2

+
p∑

j=1

λjβj
tΩjβj . (1.49)

Cette expression admet une solution analytique dont le calcul nécessite l’utilisa-
tion de procédures numériques adaptées.

L’expression de la généralisation des estimateurs à noyaux aux modèles additifs
dépend de la procédure numérique choisie. Les méthodes itératives ne permettent
pas d’obtenir d’expression analytique, tandis que celle–ci est possible par intégration
marginale (section 1.3.5.3).

1.3.5 Procédures numériques

Les équations normales (1.44) sont un système linéaire de la forme Af = b, où
b = By, (A)ij = aij, (b)i = bi, i, j = 1, . . . , np. En principe, le système





f̂1
f̂2
...
f̂p




=





I S1 . . . S1

S2 I . . . S2
...

...
. . .

...
Sp . . . Sp I





−1 



S1y
S2y

...
Spy




(1.50)

peut être résolu directement. Cependant, ceci implique la résolution d’un système de
taille np, avec une matrice souvent mal conditionnée.

Plusieurs procédures numériques ont été proposées pour l’estimation des modèles
additifs. Le backfitting [Buja et al., 1989, Hastie et Tibshirani, 1990] est probable-
ment la technique la plus utilisée. Elle semble bien fonctionner en pratique, cepen-
dant l’estimateur n’est pas explicitement défini, il est obtenu de manière itérative.
Par conséquent, ses propriétés statistiques ne sont pas bien connues [Schimek, 2000].
Des méthodes apparues comme des alternatives au backfitting sont la projection
itérative relaxée (relaxed iterative projection) [Schimek, 1996], technique également
itérative adaptée aux cas proches de la singularité, l’intégration marginale (mar-
ginal integration) [Linton et Nielsen, 1995], pour les noyaux, et résolution directe
pour les P–splines [Marx et Eilers, 1998, Ruppert, 2002]. Des procédures d’estima-
tion ont été également proposées pour les modèles additifs ajustés par des ondelettes
[Zhang et Wong, 2003, Sardy et Tseng, 2004].

La condition d’identifiabilité des modèles additifs implique que EX[Y ] = α0. L’es-
timation de la constante qui minimise l’erreur quadratique est la moyenne des ob-
servations : α̂0 = 1

n

∑n
i=1 yi. Nous considérons ici que les observations de la variable

réponse sont centrées, et donc α̂0 = 0.
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1.3.5.1 Backfitting

La caractérisation des composantes additives de la solution (1.41) suggère un
algorithme itératif pour l’estimation des fonctions unidimensionnelles fj . Pour une
constante connue α0 et pour des fonctions fixées fk, k 3= j, la fonction fj peut être
estimée à partir d’une régression unidimensionnelle sur les observations. Outre les
méthodes de gradient, les deux procédure itératives standard pour la résolution des
systèmes d’équations linéaires quand les systèmes sont non singuliers : Jacobi et
Gauss–Seidel.

v[m]
i =

(
bi −

∑np
j=1,j &=i aijv

[m−1]
j

)
!aii Jacobi

v[m]
i =

(
bi −

∑i−1
j=1 aijv

[m]
j −

∑np
j=i+1,j &=i aijv

[m−1]
j

)
!aii Gauss–Seidel,

(1.51)

où v[m]
i est la solution itérative, i = 1, . . . , np, m le nombre de l’itération.

La différence entre les deux algorithmes est que Jacobi calcule les estimations
à l’itération [m] en utilisant les estimations de l’itération [m − 1]. Les estimations
générées pendant l’itération [m] ne seront utilisées que pour les estimations de
l’itération [m+1]. La procédure Gauss–Seidel utilise toute l’information continûment
actualisée.

Cette approche itérative appliquée à la régression non paramétrique multidi-
mensionnelle est connue sous le nom de backfitting. L’idée est de déterminer les
estimations des variables explicatives successivement, en profitant de la structure du
problème d’estimation (1.43). Le principe du backfitting est d’ajuster les composantes
fj séparément aux résidus partiels, rj = y−α0−

∑
k &=j fk(xk). Cela conduit à une par-

tition de la matrice A du système en p blocs de taille n×np. Chaque bloc correspond
à une variable explicative. La procédure de Gauss–Seidel est alors appliquée à ces
blocs. Le résultat sont p vecteurs de taille n : v[M ], où M indique la dernière itération.

Description

L’algorithme backfitting comporte 3 étapes : 1. initialisation des fonctions, 2.
estimation de chacune des fonctions à partir des résidus partiels, et 3. itération de
l’étape 2. jusqu’à la convergence.

1. Initialisation

Si aucune information n’est connue sur les fonctions, les fj sont normalement

initialisées à la fonction 0 ou à la régression linéaire de y sur (x1, . . . ,xp) : f̂j = f [0]
j .

2. Estimation

La fonction

fj(x) = E
(
Y − α0 −

∑
k &=j fk(Xk)|Xj = x

)

est estimée par
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f̂j = Sj

(
y −

∑
k &=j f̂k(xk)

)
.

Les points {(xi1, . . . , xij−1, xij+1, . . . , xip, yi)}n
i=1 sont utilisés pour le calcul de (y −∑

k &=j f̂k), et {xij}i=1n sont utilisés pour le calcul de Sj . Ainsi, pour le calcul de chaque
fj, la dépendance de Y sur toutes les variables à exception de Xj est “éliminée”.

Pour l’itération [l] de la boucle, les principes de Jacobi ou de Gauss–Seidel peuvent
être appliqués :

f̂ [l]
j = Sj

(
y −

∑p
k=1 f̂ [l−1]

k (xk)
)

Jacobi

f̂ [l]
j = Sj

(
y −

∑j−1
k=1 f̂ [l]

k (xk) −
∑p

k=j+1 f̂ [l−1]
k (xk)

)
Gauss–Seidel

(1.52)

Par application de Jacobi, l’estimation est réalisée à partir de la valeur des fk de
l’itération précédant. Cette approche est appliquée par [Opsomer et Ruppert, 1998].

Par l’application d’une méthode Gauss–Seidel, f [l]
j est estimée en prenant en compte

la dernière mise à jour des résidus partiels.

3. Convergence

L’étape 2 (estimation) est itérée jusqu’à la convergence. Les critères de conver-
gence ne sont pas explicités dans la littérature. La description des critères d’arrêt
se limitent à : “jusqu’à que les fonctions (globales ou individuelles) ne changent pas
d’une itération à la suivante”, ou “jusqu’à que la valeur de la somme des carrés
résiduels, ∥∥∥∥∥y −

p∑

j=1

f̂j(xj)

∥∥∥∥∥

2

2

, (1.53)

soit plus petite qu’une certaine tolérance”.
Le premier critère est utilisé par [Opsomer et Ruppert, 1998] :

p∑

j=1

1

n

∥∥∥f̂ [l]
j − f̂ [l−1]

j

∥∥∥
2

2
< 10−3. (1.54)

Ce critère tient compte de la différence entre deux itérations de chaque fonction f̂j.
SAS utilise les deux critères. La procédure “GAM” arrête le cycle quand la “valeur
de la somme des carrés résiduels ne diminue pas” ou quand la différence relative est
inférieure à un seuil : ∥∥∥f̂ [l] − f̂ [l−1]

∥∥∥
2

2∥∥∥f̂ [l−1]
∥∥∥

2

2

< 10−8. (1.55)

Ce critère tient compte de la différence relative entre deux itérations de la fonc-
tion f̂ =

∑
j f̂j. La procédure “GAM” de S–plus utilise le premier critère. Une

tolérance de 10−7, avec un nombre maximal d’itérations égal à 30, est conseillée par
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[Chambers et Hastie, 1993].

Propriétés

L’estimateur backfitting n’ayant pas d’expression analytique, des questions
concernant la convergence et l’unicité des solutions, le comportement de l’algo-
rithme, ainsi que les propriétés de l’estimateur ont été étudiées.

Convergence

La convergence et l’unicité ne sont garanties que dans certains cas. En particulier,
des problèmes numériques peuvent être rencontrés en présence de concurvité.

Sous certaines conditions, les équations normales (1.43)–(1.44) sont consistantes
(il existe au moins une solution) [Schimek et Turlach, 2000] :
Si ∀j, j = 1, . . . , p, la matrice de lissage linéaire, Sj , est symétrique et ses valeurs
propres sont comprises dans l’intervalle [0, 1], alors les équations normales sont consis-
tantes pour tous les y.

Cependant, pour que cette solution soit unique d’autres conditions sont
nécessaires. Pour le cas p = 2, la solution des équations (1.50) est unique, et l’al-
gorithme backfitting converge à cette solution, si ‖S1S2‖ < 1, où ‖.‖ est une norme
matricielle quelconque (les conditions de symétrie et que les valeurs propres soient
comprises à l’intervalle ]−1, 1] sont suffisantes pour la consistance, dans la cas p = 2)
[Buja et al., 1989, Hastie et Tibshirani, 1990, Schimek et Turlach, 2000].

Pour p > 2, la condition devient [Opsomer, 2000, Schimek et Turlach, 2000] :

max
δ∈[2,p]

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

δ−1∑

j=1

SδSj

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ < 1. (1.56)

Les splines et les projections satisfont ces conditions. En absence de concurvité, le
backfitting converge vers la solution unique, indépendamment des valeurs initiales
[Hastie et Tibshirani, 1990, Schimek, 2000].

Un exemple de convergence problématique en présence de concurvité est donné
par [Dominici et al., 2002]. Dans cette étude il a été observé que la convergence n’est
pas assurée, et les estimations, ainsi que les écart–types, peuvent être biaisés quand il
existe des problèmes de concurvité. Aussi, la convergence est lente quand le paramètre
de lissage est petit.

D’autres études concernant la convergence de l’algorithme, avec des hy-
pothèses moins sévères sont celles de [Härdle et Hall, 1993] pour des projections et
[Ansley et Kohn, 1994] pour les splines.

L’estimateur backfitting

Les expressions de l’espérance de l’erreur quadratique, (ainsi que du biais et
de la variance asymptotiques), ont été rapportées pour des polynômes locaux par
[Opsomer et Ruppert, 1997]. Cependant, les hypothèses sur les matrices de lissage
sont sévères (par exemple, l’indépendance des variables explicatives est exigée). Dans
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une autre étude, la théorie des projections additives a été utilisée pour obtenir la
convergence uniforme des polynômes locaux et des noyaux [Mammen et al., 1999]. Les
conditions sont plus faibles que dans l’étude précédant. En particulier, l’indépendance
entre les variables explicatives n’est pas exigée.

La normalité asymptotique de l’estimateur backfitting pour des polynômes locaux
a été déduite [Wand, 2000].

Il existe également une version bayésienne de l’algorithme backfitting qui bénéficie
de l’approche bayésienne aux splines de lissage [Hastie et Tibshirani, 2000].

Problèmes numériques

Afin de garantir l’unicité et d’éviter la singularité de A (1.44), il est nécessaire de
centrer les estimations et accumuler dans la constante les correspondantes déviations :
S∗

j = (I − 11t/n)Sj . Cette transformation de la matrice de lissage assigne à la
constante la valeur propre égale à 0.

L’efficacité de l’algorithme backfitting peut être améliorée si en plus du centrage,
l’ensemble des projections sont calculés à part [Hastie et Tibshirani, 1990]. Dans plu-
sieurs matrices de lissage, deux parties peuvent être différenciées : une projection et
un “rétrécissement”. Par exemple, les splines cubiques de lissage ont deux valeurs
propres égales à 1 correspondants aux fonctions constantes et linéaires (projection),
et les autres valeurs propres sont comprises strictement entre 0 et 1 (rétrécissement).
En pratique, l’idée est de combiner les opérations correspondants aux projections
de toutes les variables explicatives dans une seule opération, et utiliser seulement
les parties de rétrécissement de chaque matrice de lissage dans la partie itérative de
l’algorithme.

1.3.5.2 Projection itérative relaxée

Cette technique est aussi inspirée des techniques de résolution de systèmes
d’équations linéaires quand la matrice A est presque singulière (1.44) [Schimek, 1996].
Ces techniques introduisent un terme de relaxation afin d’améliorer la vitesse de
convergence. Les itérations (1.51) deviennent alors :

v[m]
c = v[m−1] − ω

(
Av[m−1]

c − b
)

Jacobi

v[m]
c = (1 − ω)v[m−1] + ωv[m] Gauss–Seidel,

(1.57)

où [m] indique l’itération, et c indique le terme corrigé.
La projection itérative relaxée introduit également un terme de relaxation dans

la procédure itérative. Soit A = (a1, . . . , anp), les colonnes de A.

µ[m] =
〈ωu[m−1], am〉

〈am, am〉

u[m−1] = b−
m−1∑

k=1

µ[k]ak,

(1.58)
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am est la colonne 1 + (m − 1) module np pour m > np. Il est démontré que fj =∑
m µ[m], j = 1, . . . , p, m = j + (np)k, k = 1, 2, . . ..

La projection itérative relaxée semble se comporter mieux que le backfitting pour
des matrices du système singulières ou proches de la singularité. Il faut, par ailleurs,
choisir de manière adéquate le terme de relaxation ω. Pour des valeurs 0 < ω < 2 il
est possible d’établir la convergence de la relaxation.

1.3.5.3 Intégration marginale

Cette méthode est fondée sur des moyennages marginaux plutôt que sur la solution
itérative d’un système d’équations [Linton et Nielsen, 1995].

Comme défini en (1.38), le modèle additif suppose que la fonction de régression
inconnue est une somme de fonctions des variables explicatives : f(x) = E[Y |X =
x] = α0+

∑p
j=1 fj(xj). Afin de garantir l’unicité, il est aussi supposé EXj [fj(Xj)] = 0,

et donc, E[Y ] = α0. Ces hypothèses impliquent :

EXj

[

α0 +
j−1∑

k=1

fk(Xk) + fj(xj) +
p∑

k=j+1

fk(Xk)

]

=

∫
f(x)hj(xj)

∏

k &=j

dxk = α0 + fj(xj),

(1.59)

où hj est la densité conjointe de Xj = (X1, . . . , Xj−1, Xj+1, . . . , Xp).

D’autre part, il est également possible d’obtenir fj pour une fonction de

pondérations quelconque w, satisfaisant E
[
w(Xj)

]
= 1 :

E
[
w(Xj)f(X1, . . . , Xj−1, xj , Xj+1, . . . , Xp)

]
= fj(xj) + Cw, (1.60)

où Cw est une constante indépendante de xj . De façon similaire, la substitution en
(1.59) de la densité conjointe par une fonction de densité sur Rp−1 quelconque, q,
permet d’obtenir

∫
f(x)q(xj)

∏

k &=j

dxk = fj(xj) + Cq. (1.61)

Alors, pour estimer la fonction fj , une possibilité consiste à estimer directement
l’intégrale en (1.59) ou en (1.61), en remplaçant les fonctions par une estimation
non paramétrique [Linton et Nielsen, 1995]. Une autre possibilité consiste à estimer
l’espérance en (1.59) ou en (1.60), par application de la loi des grands nombres
[Linton et Härdle, 1996, Linton, 1997]. Un estimateur pondéré peut également être
considéré à partir de (1.60) [Fan et al., 1998].
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Pour la deuxième approche, [Linton et Härdle, 1996] proposent l’estimateur

f̂j(xj) =
1

n

n∑

i=1

f̂(Xi,1, . . . , Xi,j−1, xj , Xi,j+1, . . . , Xi,p) =

1

n

n∑

i=1

∑n
k=1 Kλj (Xij − Xkj)Kλj (Xkj − xj)yk∑n

l=1 Kλj(Xij − Xlj)Kλj (Xlj − xj)
=

1

n

n∑

k=1

(
n∑

i=1

Kλj (Xij − Xkj)Kλj (Xkj − xj)∑n
l=1 Kλj (Xij − Xlj)Kλj (Xlj − xj)

)

yk,

(1.62)

où Kλj est un noyau à support fini, et Kλj un noyau multidimensionnel (1.31) à
support fini.

L’estimateur de l’intégration marginale a ainsi des expressions explicites, ce qui
permet, contrairement au backfitting, d’étudier ses propriétés, et de développer une
théorie asymptotique de la distribution. Cependant, cette méthode peut montrer des
difficultés d’application quand le nombre de variables est élevée. Des modifications
et des extensions (comme par exemple l’inclusion d’une itération de backfitting), ont
été proposées afin d’améliorer l’algorithme [Kim et al., 1999, Mammen et al., 1999,
Linton et Nielsen, 2000].

1.3.5.4 Résolution directe pour les P–splines

Quand l’application des P–splines permet une réduction importante du
rang des matrices de lissage, la résolution directe du système (1.50) est pos-
sible [Marx et Eilers, 1998]. Cependant, les calculs peuvent s’avérer lents et
numériquement instables.

Des algorithmes ont été proposés afin d’assurer des simplifications et d’éviter
ces problèmes. Ces algorithmes intègrent des diagonalisations [Ruppert, 2002], des
factorisations QR [Gu et Wahba, 1991, Wood, 2000, Ruppert et al., 2003], ainsi
que des décompositions de Choleski et des décompositions en valeurs singulières
[Wood, 2004]. Quelques–uns de ces algorithmes sont applicables à différentes bases
de fonctions splines, d’autres sont spécifiques à certaines bases.

Algorithme de diagonalisation

Considérons tout d’abord le cas unidimensionnel. Soient N la matrice de la base
choisie évaluée en {xi1}n

i=1 et Ω une matrice de pénalisation quelconque, symétrique,
semi–définie positive. Soit B une matrice carrée satisfaisant B−1B−t = NtN (par
exemple, la décomposition de Cholesky de NtN). Soit U une matrice orthogonale et D
une matrice diagonale satisfaisant UDUt = BΩBt. Finalement, notons Z = NBtU
et γ̂ = UtB−tβ̂ = (BtU)−1β̂.

Alors, γ̂ résout le système diagonal :

(I + λD)γ̂ = Zty = (UtB)Nty. (1.63)
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D’autre part, Nβ̂ = Zγ̂, ce qui implique que la matrice de lissage est S(λ) = Z(I +
λD)−1Zt.

Dans le cas additif, des matrices carrées, Bj, j = 1 . . . , p, satisfont

B−1
j B−t

j = (Nt
1, . . . ,N

t
p)




N1
...

Np



 +
∑

k &=j

λkΩk. (1.64)

Alors, β̂j est obtenu par résolution de

(B−1
j B−t

j + λjΩj)β̂j = (Nt
1, . . . ,N

t
p)




y
...
y



 . (1.65)

1.3.5.5 Comparaison des algorithmes

Les estimateurs intégration marginale et backfitting ont été comparés d’un point
de vue théorique par [Nielsen et Linton, 1998]. L’estimateur intégration marginale
est plus facile à interpréter que l’estimateur backfitting, car le premier est simple-
ment obtenu par des pondérations, alors que le deuxième est la solution itérative
des équations non linéaires. Pour le premier, les propriétés statistiques sont trivia-
lement obtenues, cependant, en général, il n’est pas efficace. Des améliorations de
l’algorithme passent par l’application d’une itération de backfitting [Linton, 1997].

Les deux procédures peuvent être considérées comme minimisant un critère basé
sur l’intégrale de l’erreur quadratique :

min
g1∈G1,g2∈G2,c∈R

I(g1, g2, c) =

min
g1∈G1,g2∈G2,c∈R

∫ ∫
[f(x1, x2) − g1(x1) − g2(x2) − c]2 dhX1,X2(x1, x2),

(1.66)

où hX1,X2(x1, x2) probabilité conjointe, f fonction de régression additive, et G1

et G2 des espaces de fonctions monovariées centrées, tels que EX1 [g1(X1)] = 0,
EX2 [g2(X2)] = 0. Soit f̂ un estimateur initial, le critère empirique est

Î(g1, g2, c) =

∫ ∫
[f̂(x1, x2) − g1(x1) − g2(x2) − c]2dh(x1, x2). (1.67)

Le backfitting optimise le critère avec des pondérations issues d’une densité empirique
conjointe, ce qui correspond à minimiser l’intégrale de l’erreur quadratique moyenne.
L’intégration marginale optimise le cas où la pondération est réalisée par rapport à
la densité produit. Elle perd en efficacité quand les variables explicatives ne sont pas
indépendantes. Un autre inconvénient de l’intégration marginale est sa sensibilité au
fléau de la dimensionnalité. Par conséquent, des hypothèses fortes sont nécessaires à
l’obtention d’un taux de convergence optimal en dimension élevée. Aussi, des bons
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résultats ne sont pas assurés pour des petits échantillons.

Comparaison par simulations

Des travaux ont comparé les algorithmes. Les procédures backfitting, projec-
tion itérative relaxée et résolution directe pour les P–splines sont comparées par
[Schimek, 2000]. Les conclusions obtenues sont les suivantes : dans une situation stan-
dard, l’utilisation du backfitting est conseillée ; s’il y a des raisons pour penser que
le degré des splines devrait être supérieur à 3, alors la vraisemblance pénalisée est
recommandée. Finalement, en présence de concurvité exacte, la projection itérative
relaxée est la méthode qui montre le meilleur comportement. Dans les situations
étudiées, le backfitting se comporte mieux que prévu, probablement d’après l’auteur,
dû à une décomposition QR incorporée dans l’algorithme.

Le backfitting et l’intégration marginale ont été comparés par
[Sperlich et al., 1999]. Les auteurs concluent que le comportement des méthodes
est très similaire. En particulier, quand la taille de l’échantillon est petite les deux
méthodes n’obtiennent pas de bons résultats.

Le backfitting est plus performant que l’intégration marginale aux points des
bords, en présence de corrélation entre les variables explicatives, et avec des données
peu denses. L’estimateur de la fonction de régression f̂ est, en général, meilleur
(au sens de l’erreur quadratique empirique moyenne) que l’estimateur obtenu par
l’intégration marginale. Cela peut être expliqué par le fait que l’estimateur du backfit-
ting cherche, dans l’espace des modèles additifs, le meilleur ajustement de la variable
réponse aux variables explicatives.

L’intégration marginale est plus performante quant à l’estimation des influences
marginales de chaque composante, f̂j , spécialement en dimension p > 2. Cela peut
être expliqué par le fait que l’estimateur de l’intégration marginale estime la fonction
additive en intégrant sur les directions qui n’ont pas d’intérêt, donc cette méthode
mesure l’influence marginale de chaque variable explicative.

1.4 Modèles additifs généralisés

Les modèles additifs généralisés sont une extension des modèles linéaires
généralisés, permettant d’identifier et de décrire des effets non linéaires.

1.4.1 Modèles linéaires généralisés

La classe des modèles linéaires généralisés regroupe les modèles qui visent à ex-
primer l’espérance d’une variable de sortie en fonction d’une combinaison linéaire des
variables d’entrée [Fahrmeir et Tutz, 2001].

Soient (X, Y ) = (X1, . . . , Xp, Y ) un vecteur de variables aléatoires et (x, y) une
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Distribution θ b(θ) φ E(y) var(y)

Normale N(µ, σ2) µ θ2/2 σ2 µ = θ σ2

Bernouilli B(1, π) logit(π) log(1 + e−θ) 1 π =
eθ

(1 + eθ)
π(1 − π)

Poisson P (λ) log(λ) eθ 1 λ = eθ λ

Gamma G(µ, η) −1/µ − log(−θ) η−1 µ = −1/θ µ2/η

Gaussienne inverse
IG(µ, σ2)

1/µ2 −(−2θ)1/2 σ2 µ = (−2θ)−1/2 µ3σ2

Tab. 1.1 – Paramètres des distributions de la famille exponentielle.

réalisation. Les modèles linéaires généralisés sont définis comme suit :






hY (y; θ; φ) = exp

(
yθ − b(θ)

a(φ)
+ c(y, φ)

)
, densité de Y

µ = E(Y |X = x) = b(1)(θ)

g(µ) = ν = α0 + X1α1 + . . . , +Xpαp,

(1.68)

où hY est la fonction de densité de Y , issue de la famille exponentielle. Le paramètre
θ est appelé paramètre naturel. Le paramètre de dispersion φ est un paramètre de
nuisance intervenant, par exemple, lorsque la variance de la loi gaussienne est incon-
nue, mais égal à 1 pour les lois à un paramètre. La fonction g est le lien, et ν, le
prédicteur linéaire. La fonction de lien, monotone et différentiable, exprime une rela-
tion fonctionnelle entre la composante aléatoire et le prédicteur linéaire. L’expression
b(m) indique la dérivée d’ordre m de la fonction b.

La classe des modèles linéaires généralisés est caractérisée par trois composantes.
La composante aléatoire identifie la distribution de probabilités de la variable à ex-
pliquer (parmi les distributions de la famille exponentielle : gaussienne, gaussienne
inverse, Gamma, Poisson, binomiale,. . . ). La composante déterministe du modèle est
le prédicteur linéaire. La troisième composante exprime une relation fonctionnelle
entre la composante aléatoire et le prédicteur linéaire, au moyen de la fonction de
lien. Le tableau (1.1) montre les paramètres pour les distributions les plus usuelles
de la famille exponentielle.

Dans les modèles additifs généralisés, le lien linéaire est remplacé par une fonction
de lien additive : g(µ) = α0 +

∑p
j=1 fj(Xj). Etudions ces modèles dans le cas concret

du modèle logistique, pour lequel la distribution de probabilité de Y est binomiale
(i.e. la distribution d’une variable binaire quelconque) et le lien est la fonction logit.
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1.4.2 Modèle logistique

Le modèle de régression logistique est un outil standard en discrimination lorsque
la compréhension de l’effet de chaque variable d’entrée sur la variable de sortie est un
aspect crucial. Ce modèle permet de calculer la probabilité de survenue de l’événement
auquel on s’intéresse, quand la valeur des variables explicatives est connue.

Considérons le vecteur aléatoire (X, Y ) = (X1, . . . , Xp, Y ), où Y est une variable
binaire (codée 0–1), et la réalisation x = (x1, . . . , xp)t. Le modèle de régression logis-
tique s’écrit

logit[P (Y = 1|X = x)] = log
P (Y = 1|X = x)

1 − P (Y = 1|X = x)
= α0 + α1x1 + . . . + αpxp.

(1.69)
Pour un problème de décision où l’objectif est de minimiser le taux d’erreur de
classement (coût {0, 1}), la frontière de décision est alors définie par l’hyper–plan
{x ∈ Rp|α0 +

∑p
j=1 αjxj = 0}, et la relation inverse donne la probabilité a posteriori,

P (Y = 1|X = x) =
exp(α0 +

∑p
j=1 αjxj)

1 + exp(α0 +
∑p

j=1 αjxj)
, (1.70)

qu’on reconnâıt comme la fonction softmax des réseaux de neurones.

1.4.2.1 Modèle logistique additif

La simplicité du modèle logistique en fait, avec les arbres de décision, une
des méthodes de discrimination les plus interprétables. Cependant, l’hypothèse de
dépendance linéaire est souvent trop restrictive : dans le “monde réel” les effets sont
généralement non linéaires. Le modèle logistique additif est une généralisation permet-
tant d’identifier et de décrire les effets non linéaires. Il remplace chaque composante
linéaire par une fonction plus générale :

log
P (Y = 1|X = x)

1 − P (Y = 1|X = x)
= α0 + f1(x1) + . . . + fp(xp), (1.71)

où les fj sont des fonctions lisses. On retrouve le modèle additif avec des erreurs
gaussiennes (1.38), avec la fonction logit comme variable réponse.

1.4.3 Estimation

Soient {(Xi1, . . . , Xip, Yi)}n
i=1 échantillon i.i.d. de (X, Y ) de taille n et

{(xi1, . . . , xip, yi)}n
i=1 des réalisations. Notons X la matrice des observations des va-

riables d’entrée et y le vecteur des sorties observées. Nous introduisons le problème
d’estimation pour le modèle additif par celui du modèle linéaire, plus simple.

1.4.3.1 Modèle linéaire

L’estimation des paramètres α = (α0, α1, . . . , αp) est calculée en maximisant la
log–vraisemblance du modèle linéaire généralisé. La log–vraisemblance du modèle
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logistique s’écrit :

l(α) =
∑n

i=1 yi log Pi + (1 − yi) log(1 − Pi), (1.72)

où Pi = P (Yi = 1|Xi1 = xi1, . . . , Xip = xip). La méthode d’optimisation standard
pour résoudre le problème de maximisation de la log–vraisemblance est le Fisher
scoring, basé sur un algorithme Newton–Raphson [Hastie et Tibshirani, 1990]. La
connaissance des dérivées de premier et deuxième ordre sont alors nécessaires :

∂l(α)

∂α
= [1 X]t(y − P),

∂2l(α)

∂α∂αt
= −[1 X]tW[1 X], (1.73)

où P = (P1, . . . , Pn)t, W = diag [P1(1 − P1), . . . , Pn(1 − Pn)], et [1 X] indique la
matrice des données précédée d’une colonne de uns, afin d’incorporer l’estimation
de α0. Le problème d’optimisation étant convexe en α, la maximisation de (1.72)

consiste à résoudre un système de p+1 équations
∂l(α)

∂α
= 0. Ces équations sont non

linéaires en α et elles sont résolues itérativement jusqu’à obtention d’un point fixe.
Cette mise à jour permet également s’écrire sous une forme légèrement différente :

α[k+1] = α[k] −
(

∂2l(α)

∂α∂αt

∣∣∣∣
α[k]

)−1 ∂l(α)

∂α

∣∣∣∣
α[k]

= ([1 X]tW[1 X])−1[1 X]tWz, (1.74)

où z = [1 X]α[k] + W−1(y −P), (P, et donc W et z, dépendent de α), et k indique
l’itération en cours.

Sous cette forme, l’algorithme est appelé moindres carrés pondérés itératifs
(IRLS), car à chaque itération, le problème résolu est équivalent à un problème de
moindres carrés pondérés :

α[k+1] = arg min
α

∣∣∣∣W1/2
(
z − [1 X]α

)∣∣∣∣2
2
. (1.75)

Cette analogie explique que z soit souvent dénommée “réponse de travail”.

1.4.3.2 Modèle additif

Les premières étapes de résolution sont identiques pour les modèles additifs. L’es-
timation des paramètres αj est généralisée à celle des fonctions fj . Considérons le cas
où les fj sont des splines cubiques de lissage, définies maintenant d’une façon plus
générale, comme la solution au problème de régularisation suivant : parmi les fonc-
tions deux fois continûment dérivables, retenons celles minimisant la fonction coût
(ici, la log–vraisemblance) [Wahba, 1990] :

min
α0∈R,fj∈C2

−l(α0, fj) +
p∑

j=1

λj

∫ [
f (2)

j (t)
]2

dt =

min
α0∈R,fj∈C2

−
n∑

i=1

yi log Pi + (1 − yi) log(1 − Pi) +
p∑

j=1

λj

∫ [
f (2)

j (t)
]2

dt,

(1.76)
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où

Pi =
exp[α0 + f1(xi1) + . . . + fp(xip)]

1 + exp[α0 + f1(xi1) + . . . + fp(xip)]
. (1.77)

De façon analogue au problème de type gaussien, le premier terme de (1.76) mesure
l’ajustement aux données, et le deuxième terme pénalise les solutions de courbure
forte. Les paramètres de lissage λj déterminent le compromis entre les deux objectifs.

Les fonctions obtenues f̂j sont des splines cubiques en xj , avec des nœuds sur les xij .

Les contraintes
∑

i f̂j(xij) = 0, j = 1, . . . , p assurent l’unicité de la solution.
L’algorithme IRLS permet de résoudre (1.76), et le problème à minimiser pour

estimer les fonctions fj devient un problème quadratique pondéré :

min
α0∈R,fj∈C2

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣W
1/2
(
z − α0 −

p∑

j=1

fj

)
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

2

+
p∑

j=1

λj

∫ [
f (2)

j (t)
]2

dt, (1.78)

où la réponse de travail z est maintenant définie comme suit : z = f̂ [k](x1, . . . ,xp) +

W−1(y − P), où f̂ [k](x1, . . . ,xp) = α̂[k]
0 + f̂ [k]

1 (x1) + . . . + f̂ [k]
p (xp).

Les procédures numériques analysées pour le cas gaussien (section 1.3.5, page 37),
sont maintenant applicables à la résolution du problème (1.78).

1.4.4 D’autres extensions du modèle additif

Par rapport à la partie déterministe du modèle

Modèle semi–paramétrique

Un modèle semiparamétrique incluant les modèles (1.38) et (1.39) est donné par
[Hastie et Tibshirani, 1990, Ruppert et al., 2003] :

Y = α0 +
q∑

j=1

Xjαj +
p∑

j=q+1

fj(Xj) + ε, (1.79)

où ε est indépendant de X, E(ε) = 0 et Var(ε) = σ2 ; α0, αj, j = 1, . . . , q sont des
constantes, et fj, j = q + 1, . . . , p sont des fonctions unidimensionnelles telles que
EXj [fj ] = 0.

Des méthodes d’estimation efficaces ont été proposées pour les modèles semi–
paramétriques [Carroll et al., 1997, Huang, 1999]. Aussi, des tests ont été déduits
pour comparer les hypothèses H0 : la composante est linéaire vs H1 : la composante
est lisse (voir section 2.4.4, page 73).

Modèle d’interaction

Le modèle (1.38) implique l’hypothèse de non interaction entre les variables expli-
catives. Des méthodes ont été proposées pour tester la pertinence de cette hypothèse
[Eubank et al., 1995, Chen et al., 1995a, Sperlich et al., 2002, Ruppert et al., 2003,
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Härdle et al., 2004a]. Aussi, une généralisations des modèles additifs permet la prise
en compte des interactions [Wahba, 1990, Hastie et Tibshirani, 1990] :

Y = α0 +
∑p

j=1 fj(Xj) +
∑

j<k fj,k(Xj , Xk) + . . . + f1,...,p(X1, . . . , Xp) + ε, (1.80)

où ε est indépendant de X, E(ε) = 0 et Var(ε) = σ2 ; α0 est une constante, et
les autres composantes additives sont des fonctions unidimensionnelles d’espérance
(par rapport à chacun de leurs arguments) nulle. Cette décomposition peut être vue
comme une version fonctionnelle de l’analyse de la variance [Chen, 1993, Gu, 2002].
Dans la pratique, l’interprétation et l’estimation des modèles incluant des interactions
d’ordre élevé est largement plus difficile que des modèles incluant les effets principaux
(termes additifs) et juste des interactions d’ordre inférieur.

Le modèle d’interaction peut être ajusté par des produits des bases de fonctions
splines, MARS (multivariate adaptive regression splines) [Friedman, 1991].

Par rapport à la partie aléatoire du modèle

Les modèles additifs ont été généralisés aux situations où les erreurs sont
corrélées ou hétéroscédastiques, par exemple dans le cadre des séries chronologiques
[Kohn et al., 2000, Fan, 2003], ou dans le cadre des mesures répétées [Gu, 2002] ou
longitudinales [Martinussen et Scheike, 1999, Ruppert et al., 2003].

D’autres extensions incluent les modèles additifs mixtes [Lin et Zhang, 1999,
Fahrmeir et Tutz, 2001, Ruppert et al., 2003] et les réponses multiples
[Yee et Wild, 1996].

Par rapport au phénomène à modéliser

Les modèles de survie sont utilisés lorsque la variable de sortie Y est binaire
(codée 0–1), et qu’on s’intéresse à la date de survenue de l’événement Y = 1
[Fahrmeir et Tutz, 2001]. Trois cas peuvent se produire. 1) Si Yi est devenu 1 au
cours de l’étude, le temps de participation ou de survie du i–ème sujet est le délai
entre son entrée dans l’étude et la date de survenue de l’événement. 2) Si Yi est resté
0 au cours de l’étude, le temps de survie du i–ème sujet est le délai entre l’entrée
dans l’étude et la date fixée pour la fin de celle–ci. 3) Si le i–ème sujet est perdu de
vue avant la date fixée pour la fin de l’étude, alors que Yi était encore 0, son temps
de survie est le délai entre l’entrée dans l’étude et la date de ses dernières nouvelles.
On dit que les informations concernant ce sujet sont censurées.

La forme des données est la suivante : {(xi1, . . . , xip, ti, δi)}n
i=1, où ti indique le

temps de survie, et la variable binaire δi indique si l’information concernant le i–ème
sujet est complète ou censurée. Une quantité d’intérêt dans ce contexte est le risque
de survenue de l’événement à l’instant t, noté h(t), qui est lié à la probabilité de
survie au–delà du temps t : s(t) = exp

(
−
∫ t

0 h(u)du
)
.

Un des modèles de survie des plus employés est le modèle de Cox, aussi connu
sous le nom de modèle des risques proportionnels (proportional hazards model), car
l’association entre les facteurs de risque potentiels et la survenue de l’événement est
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supposée constante au cours du temps :

h(t|X1 = x1, . . . , Xp = xp) = h0(t) exp
( p∑

j=1

xjβj

)
. (1.81)

La forme de la fonction h0 (la valeur de base) n’est pas précisée, on ne peut donc pas
évaluer le risque propre à un sujet, mais seulement le risque supplémentaire apporté
par l’exposition à tel ou tel facteur de risque. Sous certaines conditions (période de
suivi égal, événement rare, absence de censure), les paramètres du modèle logistique
cöıncident avec ceux du modèle de Cox.

L’extension au cas additif est immédiate [Hastie et Tibshirani, 1995] :

h(t|X1 = x1, . . . , Xp = xp) = h0(t) exp
( p∑

j=1

fj(xj)
)
, (1.82)

où fj, j = 1, . . . , p, sont des fonctions unidimensionnelles telles que EXj [fj ] = 0.
L’estimation du modèle de Cox repose sur la maximisation d’une log–vraisemblance
partielle, de façon similaire aux modèles linéaires et additifs généralisés.

1.5 En bref

Dans ce premier chapitre nous avons situé la régression par modèles additifs dans
le cadre de la régression non paramétrique multidimensionnelle. Premièrement, nous
avons étudié l’estimation des fonctions monovariées quand leur complexité est fixée.
Deuxièmement, nous avons traité l’estimation des modèles additifs. Dans cette section
nous justifions nos choix parmi les techniques existantes.

Nous avons accordé plus d’attention aux méthodes splines qu’aux méthodes à
noyaux. Les splines de lissage et les P–splines montrent des bonnes propriétés d’adap-
tabilité, mais surtout, le fait que ces méthodes émergent également d’un problème de
minimisation d’une fonction de coût pénalisée, nous semble particulièrement attrac-
tif. Ceci permettra la généralisation aux modèles additifs des méthodes de sélection
de variables pour les modèles linéaires basées sur une pénalisation (chapitre 3).

Nous avons considéré la modélisation de phénomènes réguliers (C2). et nous avons
choisi des splines cubiques, qui aboutissent à des estimations ayant l’allure recherchée.
D’autres splines très employées sont les splines linéaires, qui constituent une bonne
approximation des phénomènes admettant des changements brusques de direction.
L’adaptation des méthodes développées est dans ce cas directe.

Quant aux bases de fonctions splines, nous avons considéré initialement la base
des polynômes par morceaux, plus facile à comprendre. Cependant, son instabilité
numérique nous a conduit à l’utilisation des B–splines.

En ce qui concerne les procédures numériques pour les modèles additifs, nous avons
prêté une attention spéciale au backfitting. Cette méthode est efficace en pratique.

La projection itérative relaxée, méthode également itérative, est rarement utilisée.
Elle semble améliorer les performances du backfitting seulement dans des situations
très spécifiques.
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L’intégration marginale est une technique plutôt adressée aux méthodes noyaux
et sa performance est perturbée en dimension élevée ou même modérée. Ces deux
facteurs ont déterminé notre désintérêt.

Quant à la résolution directe pour les P–splines, les premiers travaux ne proposent
pas de méthodes numériques avantageuses. Initialement, elles ne sont pas adressées
à des échantillons de taille élevée. Cette méthode devient intéressante lorsque des
algorithmes intégrant des décompositions (QR, en valeurs singulières, ou Choleski)
sont proposés, notamment par [Wood, 2000, Ruppert et al., 2003, Wood, 2004]. Son
invention récente est la principale cause de son omission. Nous avons évalué le compor-
tement de notre méthode quand des P–splines associées au backfitting sont appliquées
à l’estimation, mais il resterait à évaluer le comportement quand des P–splines as-
sociées à la résolution directe sont utilisées. Cette approche offre, en effet, de nouvelles
perspectives.

En ce qui concerne l’application de l’algorithme backfitting, nous avons utilisé
l’approche qui prend en compte la dernière mise à jour des résidus partiels et nous
avons adopté le critère d’arrêt suivant :

max
j=1,...,p

∥∥∥f̂ [l]
j (xj) − f̂ [l−1]

j (xj)
∥∥∥

2

2

1 +
∥∥∥f̂ [l]

j (xj)
∥∥∥

2

2

< 10−5, (1.83)

où xj = (x1j , . . . , xnj)t, avec un nombre maximal d’itérations égal à 30. L’ajout de 1

dans le dénominateur nous permet d’éviter des problèmes numériques. Si
∥∥∥f̂ [l]

j (xj)
∥∥∥

2

2
est faible, le quotient est équivalent à la différence absolue, si cette valeur est impor-
tante, le quotient est équivalent à la différence relative.



Chapitre 2

Complexité

2.1 Introduction

La sélection de modèle consiste à déterminer la structure du modèle la plus
adaptée aux données. Dans le cadre des modèles additifs avec des observations i.i.d.,
elle comporte deux sous–problèmes : la sélection de variables et la sélection de la
complexité. Le premier consiste à sélectionner le groupe de variables d’entrée les
plus prédictives de la variable de sortie [Miller, 1990, Bi et al., 2003]. Le deuxième
aborde la question “quelle est la bonne proportion de lissage ?” [Härdle, 1990,
Hastie et Tibshirani, 1990]. Dans ce chapitre, nous passons revue du problème de
la sélection de la complexité.

Le paramètre de lissage introduit un ordre entre les modèles, lesquels s’étendent
du plus simple (une droite, pour les splines cubiques, un polynôme global, pour les
polynômes locaux), au plus complexe (l’interpolation des données). La somme des
carrés résiduels sur les données d’apprentissage ne proportionne donc pas un bon
critère pour estimer les paramètres de lissage : ce critère sélectionnerait dans tous les
cas l’interpolation, dont les résidus sont nuls, tandis que ce modèle n’est pas approprié
pour la prédiction de nouvelles données.

Des critères plus adaptés à ce problème se basent sur l’erreur en prédiction (ou
erreur de généralisation) [Hastie et al., 2001]. Le développement de ces critères per-
met de mettre en évidence que deux termes sont essentiels : le biais et la variance. Le
terme du biais correspond à la différence au carré entre la vraie fonction de régression
et l’estimation. Ce terme décrôıt quand la complexité du modèle augmente. Le terme
de la variance correspond à la variance de l’estimation, qui augmente quand la com-
plexité du modèle augmente. Les relations opposées se produisent quand la complexité
diminue. La sélection de la complexité du modèle est ainsi un problème difficile, qui
demande à trouver le bon compromis entre le biais et la variance.

Cette difficulté explique, en partie, que dans certaines applications, les techniques
non paramétriques sont difficilement acceptées par l’utilisateur final [Sperlich, 2003].
Des limites concernent la sélection et l’interprétabilité des paramètres de lissage, ainsi
que l’automatisation des techniques.

Bien que des aspects fondamentaux tels que la flexibilité (capacité du modèle de
fournir des ajustements précis dans un vaste éventail de situations), et le traitement en

53
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dimension élevée (par des techniques basées sur une réduction de la dimension) soient
respectés par des modèles non paramétriques, des aspects tels que l’automatisation
ou l’interprétabilité (capacité de rendre compréhensible la structure sous–jacente)
constituent, en effet, des problèmes ouverts [Sperlich, 2003].

Ces problèmes s’aggravent quand la dimension augmente.

2.2 Nombre de degrés de liberté

Dans les statistiques paramétriques, la notion de degrés de liberté joue un rôle
important admettant plusieurs lectures [Ye, 1998]. La complexité d’un modèle ajusté
par moindres carrés est mesurée par les degrés de liberté, lesquels correspondent au
nombre de paramètres (supposant que la matrice des données est non singulière). En
particulier, dans le cas linéaire, la complexité est directement liée à la dimension de
l’espace engendré et, donc, au nombre de variables d’entrée, p.

De façon plus générale, on peut obtenir le nombre de degrés de liberté comme
la trace de la matrice chapeau, qui est la matrice H, indépendante des y, telle que
f̂ = Hy. Dans le cas linéaire, supposant que la matrice X est non singulière :

ddl = tr (H) = tr
(
X(XtX)−1Xt

)
= tr (Ip) = rang(X) = p, (2.1)

ou, afin d’incorporer l’estimation de la constante :

ddl = tr (H) = tr
(
[1 X]([1 X]t[1 X])−[1 X]t

)
= rang(X) + 1 =

tr
(
HC + HLI

)
= tr

(
1

n
11t

)
+ tr

(
X(XtX)−1Xt

)
= p + 1,

(2.2)

où [1 X] indique la matrice des données précédée d’une colonne de uns, HC est la
matrice n × n telle que tous les éléments sont égaux à 1/n, elle agit sur la partie
constante, et HLI est la matrice chapeau du problème précédant, elle agit sur la
partie linéaire.

Le nombre de degrés de liberté correspond ainsi à la somme de la sensibilité de
chaque valeur ajustée par rapport à la valeur observée correspondante. Ce nombre
représente également le coût de la procédure d’estimation, et donc il peut être uti-
lisé pour obtenir des estimateurs non–biaisés de la variance de l’erreur. Aussi, cette
quantité permet la comparaison de différents modèles.

L’interprétation initiale du nombre de degrés de liberté comme nombre de pa-
ramètres n’est plus satisfaisante quand le critère d’ajustement est modifié. Par
exemple, elle ne tient pas compte des contraintes sur les paramètres quand ces derniers
sont pénalisés et elle n’est pas directement transférable au contexte non paramétrique.
En revanche, la notion de complexité d’un modèle en termes de la trace de la matrice
chapeau est facilement généralisable aux méthodes de lissage linéaires.

2.2.1 Régression non paramétrique unidimensionnelle

Dans le contexte non paramétrique, le paramètre de lissage contrôle la complexité
du modèle, mais son interprétation dépend de la méthode utilisée (par exemple,
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le paramètre qui contrôle la pénalisation pour les splines, ou la largeur de bande
pour les polynômes locaux) ainsi que de la formulation du problème (par exemple,
la formulation des splines en termes de vraisemblance pénalisée ou en termes de
problème d’optimisation sous contraintes). La généralisation du nombre de degrés de
liberté à la régression non paramétrique permet la comparaison de différents modèles
en termes de complexité.

Les lissages linéaires s’écrivent sous la forme f̂(x) =
∑n

i w(x, xi1)yi, ils sont donc
linéaires vis à vis du vecteur d’observations (voir section 1.2.1, page 15). Par ana-
logie au nombre de paramètres du modèle linéaire, le nombre effectif de paramètres
ou nombre de degrés de liberté est défini comme la trace de la matrice de lissage1

[Hastie et Tibshirani, 1990], et s’exprime simplement comme :

ddl = tr(Sλ) =
∑

i

w(xi1, xi1). (2.3)

Cette somme correspond exactement au nombre de paramètres pour les modèles
ajustés par moindres carrés. Chacun des éléments w(xi1, xi1) mesure la contribution
de yi dans le calcul de f̂(xi1). Pour un apprentissage par coeur w(xi1, xi1) = 1, et
le nombre effectif de paramètres est égal à la taille de l’échantillon. La notion de
nombre effectif de paramètres généralise ainsi la mesure de complexité à l’ensemble
des méthodes de lissage linéaires. Elle est moins générale que la dimension de Vapnik–
Chervonenkis [Vapnik, 1995], en revanche, elle est facilement calculable.

La définition (2.3) implique que les ddl sont également la somme des valeurs
propres de Sλ. Ainsi, par exemple, les splines cubiques, dont la matrice de lissage a
2 valeurs propres égales à 1, correspondantes aux fonctions constantes et linéaires, et
n − 2 valeurs propres dans l’intervalle [0, 1[, correspondantes aux fonctions d’ordre
supérieur, vérifient 2 ≤ddl≤ n. La valeur minimale 2 est obtenue dans le cas le plus
simple, quand le problème réduit à la régression linéaire (ddl(λ = ∞) = 2). La valeur
maximale n est obtenue dans le cas le plus complexe, l’interpolation (ddl(λ = 0) = n).
La relation entre λ et ddl est ici décroissante.

Afin de ne pas tenir compte de la valeur propre correspondant aux fonctions
constantes, la définition suivante est parfois utilisée :

ddl = tr(S∗
λ) = tr(Sλ) − 1, (2.4)

où S∗
λ = (I − 11t/n)Sλ, est la matrice de lissage centrée.

D’autres définitions sont celle des degrés de liberté de l’erreur :

ddlerr = n − tr(2Sλ − SλS
t
λ), (2.5)

ce qui dans le cas linéaire correspond à n− p, car l’espérance de la somme des carrés
résiduels, RSS (Residual Sum of Squares) admet la factorisation suivante :

E[RSS] = E

[
n∑

i=1

(
yi − f̂λ(xi1)

)2
]

=
[
n − tr(2Sλ − SλS

t
λ)
]
σ2 + bt

λbλ, (2.6)

1Notons la matrice de lissage S ou, afin de souligner sa dépendance vis à vis du paramètre de
lissage, Sλ (ou encore S(λ)). Notons également l’estimation de f par f̂ , f̂λ ou f̂(λ).
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où bλ = f − E[Sλy] = f − Sλf est le biais.
Les degrés de liberté de la variance sont définis :

ddlvar = tr(SλS
t
λ), (2.7)

puisque dans le cas linéaire
∑n

i=1 Var
[
f̂λ(xi1)

]
= pσ2 et, pour les méthodes de lissage

linéaires,
∑n

i=1 Var
[
f̂λ(xi1)

]
= tr(SλSt

λ)σ
2.

Si Sλ est une projection symétrique, telle que les splines de régression, alors
ddlvar = ddl = n−ddlerr. Les splines de lissage eux vérifient : ddlvar ≤ ddl ≤ n−ddlerr.

2.2.1.1 Estimation de la variance de l’erreur, des écart–types et inter-
valles de confiance

Un estimateur non biaisé de la variance de l’erreur est le suivant
[Hastie et Tibshirani, 1990] :

σ̂2 =
RSS(λ)

ddlerr(λ)
=

(y − f̂λ)t(y − f̂λ)

n − tr(2Sλ − SλSt
λ)

. (2.8)

La matrice de covariances des estimations f̂λ = Sλy s’écrit Cov(f̂λ) = SλSt
λσ

2

[Hastie et Tibshirani, 1990]. Disposant d’un estimateur de la variance de l’erreur
(2.8), nous pouvons utiliser la matrice de covariances pour obtenir les écart–types
ponctuels : sei = σ

√
(SλSt

λ)ii, i = 1, . . . , n. Supposant que les erreurs sont Gaus-
siennes et le biais négligeable, elle peut également être utilisée pour obtenir des in-
tervalles de confiance ponctuels : f̂λ(xi1) ± zα/2sei, où zα/2 est le α/2–ème percentile
de la distribution normale.

D’autres moyens de construire des intervalles de confiance ont été pro-
posés, par exemple, des intervalles de confiance bayésiens pour les méthodes
splines [Wahba, 1990, Gu, 2002] : f̂λ(xi1) ± zα/2σ

√
(Sλ)ii, et des intervalles de

confiance bootstrap pour les splines [Wahba, 1990], et pour des méthodes à noyaux
[Mammen, 2000].

2.2.2 Modèles additifs

Chacune des définitions de degrés de liberté présentées dans la section
précédant admet une définition analogue dans le cadre des modèles additifs
[Hastie et Tibshirani, 1990] :

ddl = tr(Rλ)
ddlerr = n − tr(2Rλ −RλRt

λ)
ddlvar = tr(RλRt

λ),
(2.9)

où λ = (λ1, . . . , λp)t et Rλ est la matrice qui génère le vecteur des prédictions :

f̂λ = Rλy (par exemple, quand la procédure backfitting est appliquée, cette matrice
est obtenue à la dernière itération de l’algorithme).
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Pour le modèle additif, les contributions individuelles sont aussi intéressantes, les
degrés de liberté associés à la j–ème composante sont :

ddlj = tr(Rj)
ddlerrj = tr(2Rλ − RλRt

λ) − tr(2R(j) −R(j)Rt
(j))

ddlvarj = tr(RjRt
j),

(2.10)

où Rj est la matrice de convergence telle que f̂j = Rjy, et R(j) est la matrice de
convergence pour le modèle additif sans la composante j–ème.

Le calcul des matrices Rλ, Rj, ou R(j) peut s’avérer difficile. La somme des traces
des matrices de lissage individuelles Sj(λj) ne correspond pas exactement à la trace
de la matrice Rλ mais elle en est une bonne approximation :

f̂λ = Rλy = α̂0 + f̂1(λ1) + . . . + f̂p(λp) = α̂0 + (R1 + . . . , +Rp)y

≈ α̂0 + (S1 + . . . , +Sp)y,
(2.11)

exceptant les cas où les variables d’entrée sont très corrélées et les cas où les valeurs des
paramètres de lissage sont très petites [Buja et al., 1989, Hastie et Tibshirani, 1990].
Les approximations suivantes sont donc adoptées :

ddlj ≈ tr(Sj) − 1 ddl ≈
∑p

j=1 ddlj
ddlerrj ≈ tr(2Sj − SjSt

j) ddlerr ≈ n − 1 −
∑p

j=1(tr(Sj) − 1)
ddlvarj = tr(SjSt

j) ddlvar ≈
∑p

j=1 ddlvarj .
(2.12)

L’approximation ddl ≈ 1 +
∑p

j=1 ddlj est également utilisée quand l’estimation de la
constante est prise en compte.

2.2.2.1 Estimation de la variance de l’erreur, des écart–types et inter-
valles de confiance

Un estimateur non biaisé de la variance de l’erreur est donnée par

[Hastie et Tibshirani, 1990] : σ̂2 =
RSS(λ)

ddlerr(λ)
, où RSS = ‖α̂0+f̂1(λ1)+. . .+f̂p(λp)−y‖2,

et ddlerr est calculé suivant l’approximation précédant.
Les intervalles de confiance ponctuels sont également basés sur des approximations

[Hastie et Tibshirani, 1990] : Cov(f̂j) = RjRt
jσ

2 ≈ SjSt
jσ

2 ou encore ≈ Sjσ2.
Des intervalles de confiance bootstrap, avec une base théorique plus fondée, ont

été proposés [Härdle et al., 2004a].

2.2.3 Modèles additifs généralisés

Pour les modèles additifs généralisés, les expressions correspondantes aux
définitions (2.9–2.10) se basent sur l’approximation du vrai prédicteur additif,
ν = g (E[Y |X1 = x1, . . . , Xp = xp]) = α0 + x1α1 + . . . , +xp (où g est la fonction lien,
voir définition des modèles linéaires et additifs généralisés (1.4.1), page 45), par son
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estimation à la dernière itération de l’algorithme IRLS, ν̂ [Hastie et Tibshirani, 1990,
Chambers et Hastie, 1993] :

ν̂ = Rλ

(

ν̂ +

[
−∂2l

∂ν∂ν t

]−1 −∂l

∂ν

)

= Rλz, (2.13)

où l est la log–vraisemblance, Rλ est la matrice pondérée qui génère le vecteur des
prédictions, et z est la réponse de travail, asymptotiquement normale (voir (1.75)–
(1.78), page 48).

L’extension de la notion de ddl est donnée simplement par la trace de Rλ et,
comme dans le cas gaussien, des approximations sont appliquées :

ddl = tr(Rλ) ≈
p∑

j=1

[tr(Sj) − 1], (2.14)

où Sj est la j–ème matrice de lissage pondérée, obtenue dans la dernière itération
de l’algorithme IRLS. L’approximation tr(Rλ) ≈ 1 +

∑p
j=1[tr(Sj) − 1] est également

utilisée quand on veut tenir compte de l’estimation de la constante.
La définition de ddlerr dans le cas gaussien est justifiée par la factorisation de

l’espérance de la somme des résidus carrés (RSS). La mesure qui généralise la RSS
aux modèles additifs généralisés est la déviance, D. Son expression asymptotique est

D ≈ (y − µ̂)t

[
−∂2l

∂ν∂νt

]−1

(y − µ̂) ≈ (z − ν̂)t −∂2l

∂ν∂ν t
(z − ν̂), (2.15)

où µ̂ est l’estimation de l’espérance conditionnelle de Y ,
−∂2l

∂ν
est, en pratique, la

matrice des pondérations de l’algorithme IRLS, W. Alors les degrés de liberté de
l’erreur sont ici :

ddlerr = n − tr
(
2Rλ − Rt

λWRλW
−1
)
. (2.16)

Les contributions individuelles sont également approchées par tr(Sj)−1 et, les degrés
de liberté de l’erreur globaux par n − 1 −

∑p
j=1[tr(Sj) − 1] .

Notons que l’expression ν̂ = Rλz ne correspond pas ici à un lissage linéaire : la
matrice Rλ dépend des y par le biais de la matrice de pondérations. Considérons
donc sa version asymptotique, R0. Alors,

Cov(ν̂) ≈ φR0Cov(z)Rt
0 ≈ φRλW

−1Rt
λ, (2.17)

où φ est le paramètre de dispersion. Celui–ci est connu dans certaines distributions
(binomiale ou Poisson, par exemple) et inconnu dans des autres, pour lesquelles il
doit être estimé. De façon similaire,

Cov(f̂j) ≈ φRjW
−1Rt

j

(
ou ≈ φRjW

−1
)
, (2.18)

où Rj est la matrice qui génère les f̂j à partir des z. Le nombre de degrés de liberté
de la variance est défini par :

ddlvar ≈
∑

j

ddlvarj = tr
(
RjW

−1Rt
j

)
. (2.19)
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2.2.3.1 Estimation des écart–types et intervalles de confiance

L’expression (2.18) permet la construction des écart–types ponctuels. Le terme
Cov(z) est approché par l’inverse de la matrice de pondérations à la dernière itération
de l’algorithme IRLS, les matrices Rj sont approchées par Sj , qui apportent seulement
l’information marginale [Chambers et Hastie, 1993].

Ces approximations évitent des calculs difficiles. Cependant, en présence de
concurvité, des problèmes de sous–estimation de la variance des estimations ont été
rapportés [Dominici et al., 2002, Ramsay et al., 2003a, Ramsay et al., 2003b].

Des intervalles de confiance bootstrap ont également été proposés pour les modèles
additifs généralisés [Härdle et al., 2004a]. Cette méthode semble mieux se comporter
en présence de concurvité [Figueiras et al., 2003].

2.3 Formalisation des objectifs

Le paramètre de lissage optimal (ou, de façon équivalente, le nombre effectif de
paramètres optimal) est celui qui minimise la distance entre l’estimation f̂λ et la vraie
fonction de régression f . Nous considérons ici différentes mesures de cette distance
[Hastie et Tibshirani, 1990, Hastie et al., 2001].

Soient {(Xi1, Yi)}n
i=1 échantillon i.i.d. des variables aléatoires parentes (X, Y ) et

{(xi1, yi)}n
i=1 réalisations de {(Xi1, Yi)}n

i=1.
Une mesure de la distance entre f et son estimation est l’espérance de l’erreur

quadratique, MSE (Mean Squared Error) :

MSE(x, λ) = E{(Xi1,Yi)}n
i=1

[(
f̂(x, λ) − f(x)

)2
]

= Biais2
[
f̂(x, λ)

]
+ Var

[
f̂(x, λ)

]
.

(2.20)
L’espérance est prise par rapport à toutes les possibles échantillons de (X, Y ) (notons
que f̂(x, λ) est fonction des variables aléatoires {(Xi1, Yi)}n

i=1). La version condition-
nelle est considérée quand l’intérêt porte sur le comportement des estimateurs pour
la réalisation disponible, plutôt que pour tous les réalisations possibles de la densité
de X :

MSE(x, λ) = E{Yi}n
i=1

[(
f̂(x, λ) − f(x)

)2 ∣∣∣X11 = x11, . . . , Xn1 = xn1

]
, (2.21)

(par abus de notation nous noterons la version conditionnelle de l’espérance de l’erreur
quadratique encore par MSE).

La moyenne de cette mesure par rapport aux observations,
∑

i MSE(xi1, λ)/n,
est connue sous le nom d’espérance de l’erreur quadratique moyenne, MASE (Mean
Average Squared Error). D’autres mesures ne comprennent pas d’espérance, comme
l’erreur quadratique moyenne, ASE (Average Squared Error) :

ASE(λ) =
1

n

n∑

i=1

(
f̂(Xi1, λ) − f(Xi1)

)2
, (2.22)
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qui est donc une variable aléatoire.
Les mesures introduites jusqu’ici sont ponctuelles, d’autres mesures globales de la

distance entre les deux courbes incorporent l’intégrale par rapport à la densité de X,
comme l’intégrale de l’erreur quadratique, ISE (Integrated Squared Error) :

ISE(λ) =

∫ (
f̂(x, λ) − f(x)

)2
hX(x)dx =

∣∣∣∣f̂λ − f
∣∣∣∣2

L2(hX)
, (2.23)

où hX est la densité de X, et ‖ · ‖2
L2(hX) est la norme de l’espace de Hilbert des fonc-

tions de carré intégrable. Une autre mesure globale est l’espérance (conditionnelle ou
pas) de l’intégrale de l’erreur quadratique moyenne, MISE (Mean Integrated Squared
Error) :

MISE(x1, . . . , xn, λ) = E{Yi}n
i=1

[
ISE(λ)

∣∣∣X1 = x1 . . . , Xp = xp

]
. (2.24)

Les mesures basées sur une espérance (conditionnelle ou pas) admettent, comme
MSE (2.20), une factorisation en termes du biais et de la variance. En particulier,
pour les lissages linéaires, dans le cas de MASE, les termes du biais et de la variance
ont les expressions suivantes :

MASE(λ) =
1

n

n∑

i=1

Var[f̂λ(xi1)] +
1

n

n∑

i=1

b2
λ(xi1) =

tr(SλSt
λ)

n
σ2 +

bλbt
λ

n
, (2.25)

(voir (2.6) et justification de (2.7), page 55).
Une mesure qui diffère de MASE seulement par une fonction constante de σ2 est

l’espérance de l’erreur quadratique de prédiction, APE (Average Predictive Error) :

APE(λ) =
1

n

n∑

i=1

E{(Xi1,Yi)}n
i=1

[(
f̂(xi1, λ) − Y ∗

i

)2
]

= MASE(λ) + σ2, (2.26)

où Y ∗
i est une nouvelle observation en xi1, i.e., Y ∗

i = f(xi1) + ε∗i , ε∗i iid des εi,
i = 1, . . . , n.

Une mesure plus générale est l’erreur de prédiction, PE (Predictive Error) :

PE(λ) = E(X,Y )

[(
f̂(X, λ) − Y

)2
]
. (2.27)

Ces mesures reposent sur la fonction de coût quadratique. D’autres quantités
basées sur des fonctions de coût différentes (L1 et L∞, notamment) ont été étudiées,
mais leur analyse est plus complexe. Une quantité différente est l’information de
Kullback–Leibler qui mesure de la perte occasionnée par l’approximation d’une fonc-
tion de densité g par une autre, h [Sakamoto et al., 1986] :

I(g, h) =

∫
g(x) log

g(x)

h(x)
= E log[g(X)/h(X)]. (2.28)

Dans le contexte de la régression, la vraisemblance du vraie modèle et celle du modèle
considéré remplacent les fonctions de densité g et h, respectivement.
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2.4 Critères de sélection de la complexité

Les mesures ci–dessus dépendent de la fonction inconnue f . Elles ne peuvent,
donc, pas être calculées directement. Différentes méthodes ont été proposées pour
les estimer. Nous abordons tout d’abord ces méthodes dans le cas unidimensionnel
gaussien et, ensuite, nous considérons l’extension au cas additif et additif généralisé.

Dans le cas unidimensionnel, la résolution de (1.5), page 17, pour les noyaux, de
(1.9), page 18, pour les polynômes locaux, ou de (1.20), page 21, pour les splines
cubiques de lissage, nécessite pré–définir la valeur d’un seul paramètre de lissage
λ, tandis que dans le cas multidimensionnel, la résolution de (1.62), page 43, pour
les noyaux, ou de (1.47), page 36, pour les splines cubiques, nécessite de définir au
préalable p paramètres de lissage λ = (λ1, . . . , λp). Bien que l’estimation de chaque
composante additive soit un problème de nature unidimensionnelle, le choix du degré
de lissage reste un problème multidimensionnel. La généralisation des méthodes auto-
matiques de sélection du paramètre de lissage unidimensionnelles devient alors difficile
et présente des problèmes divers.

Une première solution au problème de la sélection de la complexité consiste à
diviser l’échantillon en deux sous–ensembles : en utiliser une partie, l’ensemble d’ap-
prentissage, pour l’estimation des fonctions, et la partie restante, l’ensemble de test,
pour la sélection des paramètres de la complexité. Néanmoins, cette solution n’est
pas réalisable quand le nombre d’observations n’est pas suffisamment élevé.

Des alternatives ont été proposées. Fondamentalement, quatre classes de méthodes
abordent le problème de la sélection de la complexité : les méthodes d’évaluation sur
une grille (ou p–cube), les méthodes de resubstitution, les tests d’hypothèses, et les
méthodes bayésiennes.

Les méthodes d’évaluation sur une grille englobent les méthodes consistant à
évaluer un critère sur une collection de points et choisir, ensuite, la valeur minimisant
le critère. L’estimation de l’hyper–paramètre optimal est donc le point de la collection
pour lequel le critère prend la valeur minimale. Des approches très différentes sont
inclues dans cette classe, telles que des méthodes de rééchantillonnage ou des critères
bayésiens.

Les méthodes de resubstitution sont propres aux méthodes non paramétriques.
Elles sont développées pour les méthodes à noyau et se basent sur des résultats
asymptotiques. Les tests d’hypothèses sont des extensions du cas paramétrique. Les
résultats sont souvent seulement approximatifs. Finalement, les méthodes bayésiennes
attribuent une probabilité a priori aux paramètres de la complexité. Dans l’approche
bayésienne empirique, les données interviennent dans la détermination de l’a priori.

2.4.1 Méthodes d’évaluation sur une grille de type
réechantillonage

Les techniques de rééchantillonage sont basées sur le principe de divisions mul-
tiples de l’échantillon en un ensemble d’apprentissage et un ensemble de validation.
Ces techniques sont précises, car la totalité de l’ensemble d’apprentissage est utilisé
pour déterminer f̂ et λ̂. Elles ont l’avantage de ne faire d’hypothèses ni sur la fonction
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de régression, ni sur la forme du bruit. En particulier, ces techniques ne requièrent
pas l’estimation du nombre effectif de paramètres ni de la variance de l’erreur. En
revanche, chacune des divisions réclame un nouvel apprentissage, ce qui implique une
considérable quantité d’opérations, elles sont donc très coûteuses en temps de calcul.
Cela limite leur application au cas unidimensionnel ou multidimensionnel avec p peu
élevée (2 ou 3).

2.4.1.1 Validation croisée

Cas unidimensionnel

Dans la validation croisée, CV (cross validation), l’ensemble de validation est
constitué d’un ensemble de points de taille V tiré de l’ensemble des données. L’en-
semble de points restants est utilisé pour l’apprentissage. L’ensemble de mesures
L est découpé en K ensembles de même taille V : L1,L2, . . . ,LK. Pour chaque k,
k = 1, . . . , K, l’estimateur f̂−Lk

λ est construit à partir de l’ensemble d’apprentissage
(L− Lk), avec λ fixé. Il est ensuite évalué sur ensemble de validation Lk :

CV(λ) =
1

K

K∑

k=1

1

V

∑

xi1,yi∈Lk

(
f̂−Lk

λ (xi1) − yi

)2

. (2.29)

Cette version de la CV est dite à K sous-ensembles (K–fold CV ). Une version plus
simple est la validation croisée leave–one–out, où les n ensembles de validation sont
constitués d’un seul élément :

CV(λ) =
1

n

n∑

i=1

(
f̂−i

λ (xi1) − yi

)2
, (2.30)

où, pour chaque i, l’estimation f̂−i
λ est construite à partir de l’ensemble d’apprentis-

sage {xk1}k &=i, et évaluée, ensuite, en xi1. Pour les méthodes de lissage linéaires, cette

valeur a une expression en termes de la matrice de lissage : f̂−i
λ (xi1) =

∑

k &=i

(Sλ)ik

1 − (Sλ)ii
yk

[Hastie et Tibshirani, 1990]. La CV leave–one–out, en fonction de la matrice de lis-
sage, a donc l’expression suivante :

CV(λ) =
1

n

n∑

i=1

(
f̂λ(xi1) − yi

1 − (Sλ)ii

)2

. (2.31)

Le nombre de calculs demandé par cet expression est inférieur à ceux demandés par
d’autres versions de la CV et comparable au nombre de calculs demandé par les
méthodes d’évaluation sur une grille de type analytique.

La validation croisée est un estimateur d’APE qui vérifie, pour les lissages

linéaires, E (CV(λ)) ≈ APE(λ) +
2

n

n∑

i=1

(Sλ)ii(bλ)
2
i , où bλ = f − Sλf est le biais

[Hastie et Tibshirani, 1990].
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Cette technique présente des bonnes propriétés théoriques, telles que la conver-
gence en probabilité d’ASE (et ISE) [Simonoff, 1996, Hart, 1997] :

lim
n→∞

ASE(λCV)

ASE(λopt)
= 1. (2.32)

Cependant, elle présente des problèmes de variance élevée (qui se traduit par une
variabilité importante des estimations λ̂CV), ainsi qu’une tendance à sous–lisser
(elle sélectionne des complexités trop élevées) [Simonoff, 1996, Herrmann, 2000].
Des modifications de la CV ont été proposées afin de corriger le problème de la
variance élevée, au détriment du biais. Il a été observé qu’un facteur important
de cette variabilité est la corrélation négative entre λ̂CV et la vraie valeur [Hart, 1997].

Modèles additifs

Le critère (2.31) peut être adapté aux modèles additifs
[Schimek et Turlach, 2000] :

CV(λ) =
1

n

n∑

i=1

(
f̂λ(xi) − yi

1 − (Rλ)ii

)2

, (2.33)

où λ = (λ1, . . . , λp), f̂λ(xi) = f̂0 +
p∑

j=1

f̂λ1(xij). Cependant, la validation croisée pour

les modèles additifs apparâıt rarement dans la littérature.

2.4.1.2 Bootstrap

Le bootstrap [Efron et Tibshirani, 1993] utilise le principe de resubstitution (le
remplacement les paramètres inconnus par des estimations, voir section 2.4.3) de
manière intensive. Cette méthode consiste à remplacer la loi F dont sont issues les
données par la densité empirique F̂ pour calculer l’estimateur d’une quantité donnée.
Ainsi, un échantillon sl de taille l, tiré indépendamment selon F est remplacé par
un échantillon de taille l, tiré indépendamment selon F̂ . Ce dernier échantillon
est obtenu en faisant l tirages équiprobables avec remise sur l’échantillon sl. En
répétant la procédure B fois sur sl, on obtient ainsi B échantillons différents de
taille l : s1

l , . . . , s
b
l , . . . , s

B
l . Pour chaque b, on calcule l’estimateur f̂ b

λ sur l’ensemble
d’apprentissage sb

l .

Cas unidimensionnel

Le bootstrap appliqué à la sélection du paramètre de la complexité, dans le
contexte non paramétrique, se réduit aux méthodes à noyau. Les estimations boots-
trap se construisent à partir d’estimations par resubstitution de MISE (voir section
2.4.3, page 70) [Mammen, 2000].

L’avantage du bootstrap sur les méthodes de resubstitution découle du fait que
le terme du biais de MISE est estimé avec une précision élevée. Cette consistance



64 Chapitre 2. Complexité

d’ordre élevé n’est pas atteinte par les méthodes de resubstitution, qui reposent sur
une approximation asymptotique de MISE. L’implémentation consistante du boots-
trap demande, en revanche, des conditions de régularité sévères sur la fonction de
régression f .

Le bootstrap améliore, en général, l’instabilité de la validation croisée
[Efron et Tibshirani, 1995]. Toutefois, le nombre d’opérations et le temps de
calcul, pour la sélection de l’hyper–paramètre, sont considérablement supérieurs.

Modèles additifs

Le bootstrap pour la régression non paramétrique proposé par Mammen
[Mammen, 2000] est théoriquement généralisable à la régression additive. Néanmoins,
cette application n’a pas été concrétisée.

2.4.2 Méthodes d’évaluation sur une grille de type analy-
tique

En dimension p élevée (ou même modérée) les techniques de rééchantillonnage
deviennent irréalisables : le nombres de points à évaluer sur le p–cube augmente de
façon exponentielle avec la dimension, et pour chacun de ces points, de nombreuses
estimations de la fonction de régression sont nécessaires. Des critères analytiques sont
alors proposés.

2.4.2.1 Validation croisée généralisée

Cas unidimensionnelle

La validation croisée généralisée, GCV (generalized cross validation) est un
exemple d’approximation de la validation croisée [Craven et Wahba, 1979] :

GCV(λ) =
1

n

n∑

i=1

(
f̂λ(xi1) − yi

1 − ddl(λ)/n

)2

=
1

n

‖Sλy − y‖2
2

(1 − ddl(λ)/n)2
=

nRSS(λ)

(n − ddl(λ))2
, (2.34)

où l’expression de ddl(λ) est celle de (2.3). En effet, l’élément (Sλ)ii de l’équation
(2.31) est remplacé par la moyenne des éléments

∑
i(Sλ)ii/n. Cette méthode conserve

un des avantages de la CV sur d’autres méthodes : elle ne requière pas d’estimation
de la variance de l’erreur.

La GCV, initialement développée pour la sélection du paramètre de lissage des
splines cubiques pour la fonction coût quadratique, a été adaptée a des nombreuses
méthodes telles que les machines à vecteurs de support [Lin et al., 2000] ou les
méthodes de pénalisation pour les modèles linéaires [Tibshirani, 1996].

La GCV aspire à atteindre des propriétés d’invariabilité que la CV ne possède pas
[Wahba, 1990]. Considérons les problèmes de régression :

yi = fλ(xi1) + εi où E(εi) = 0 et V ar(εi) = σ2

ỹi = f̃λ(xi1) + ε̃i où ỹ = Γy, f̃λ(xi1) = Γf(xi1) et ε̃ = Γε,
(2.35)
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où Γ est une matrice orthogonale n × n. Les deux problèmes d’estimation de f sont
le même problème, puisque E(ε̃i) = 0, V ar(ε̃i) = σ2. Cependant, en général, les
hyper–paramètres estimés par validation croisée sont différents. La validation croisée
généralisée, elle reste invariante par application d’une rotation.

Il existe une justification bayésienne de la validation croisée généralisée
[Golub et al., 1979], ainsi qu’une justification asymptotique. Des bons résultats ne
sont pas assurés pour des échantillons de petite taille : il existe une probabilité, faible
mais non nulle, que GCV sélectionne incorrectement un hyper–paramètre très petit,
conduisant à des problèmes de sous–lissage [Wahba et Wang, 1995]. Afin de corri-
ger les éventuels problèmes de sous–lissage, la modification suivante a été proposée
[Kim et Gu, 2004] :

GCV(λ) =
1

n

‖Sλy − y‖2
2

(1 − γddl(λ)/n)2
, (2.36)

où γ ≥ 1 est une constante pré–définie. Quand γ augmente, on obtient des estimations
plus lisses. Expérimentalement, des bons résultats ont été obtenus pour γ ∈ [1.2, 1.4].

Le résultat suivant a été démontré. Il existe une suite d’hyper–paramètres
{λn}n∈N minimisant l’espérance de la GCV et telle que [Craven et Wahba, 1979,
Golub et al., 1979] :

lim
n→∞

MASE(λn)

infλ≥0 MASE(λ)
= 1. (2.37)

Un résultat plus fort est le suivant : il existe une suite d’hyper–paramètres {λn}n∈N

minimisant la GCV, qui converge en probabilité [Li, 1986] :

lim
n→∞

ASE(λ̂n)

infλ≥0 ASE(λ)
= 1. (2.38)

Comme dans le cas de la CV, une corrélation négative entre λ̂GCV et le vrai paramètre
de lissage a été observée. Cette particularité a été étudiée par [Gu, 1998]. L’auteur
conclue que les résultats dépendent de la formulation du problème (par exemple, si
la complexité des splines est indexée en termes du paramètre de pénalisation, λ, ou
du seuil de la contrainte, τ , section 1.2.3.4).

La GCV est robuste dans des situations où les erreurs ne sont pas normales
[Xiang et Wahba, 1996] ou hétéroscedastiques [Andrews, 1991]. Cependant, GCV
montre une mauvaise performance quand les erreurs sont corrélées [Wahba, 1990].

Pour des problèmes de grande taille (tel que la restauration d’images) l’utili-
sation de la GCV devient difficile. La version randomisées de la validation croisée
généralisée, RGCV (randomized generalized cross–validation), réduit les calculs de la
trace, en utilisant que E(εtSε)/σ2

ε = tr(S), où ε est un vecteur de dimension n avec
une distribution N(0, σεIn) [Girard, 1991, Wahba et Luo, 1997].

Modèles additifs
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L’adaptation de la GCV aux modèles additifs est donnée par [Gu, 2002] :

GCV(λ) =
1

n

n∑

i=1

(
f̂λ(xi) − yi

1 − ddl(λ)/n

)2

=
1

n

||Rλy − y||22
(1 − ddl(λ)/n)2

=
nRSS(λ)

(n − ddl(λ))2
,

(2.39)
où l’expression de ddl(λ) est ici celle de (2.9).

Modèles additifs généralisés

L’adaptation de la GCV aux modèles additifs généralisés est donnée par
[Gu, 1992a, Gu, 2002] :

GCV(λ) =
1

n

∣∣∣∣W1/2
(
Rλz − z

)∣∣∣∣2
2

(1 − ddl(λ)/n)2
. (2.40)

où l’expression du nombre effectif de paramètres est celle de (2.14), z est la réponse
de travail et W la matrice des pondérations de la dernière itération de l’algorithme
IRLS.

Pour des réponses binaires, une version de la GCV basée sur la log–vraisemblance
pénalisée (1.76), au lieu du coût quadratique, a été également proposée, GACV (ge-
neralized approximated Cross Validation) [Xiang et Wahba, 1996, Gu et Xiang, 2001,
Gu, 2002] :

GACV(λ) = −1

n
l(α0, f̂λ) +

1

n

n∑

i=1

yi(yi − Pi)
tr(RW−1)

n − tr(R)
, (2.41)

L’application de ce dernier critère au modèle de Poisson ne semble pas obtenir de
bons résultats [Yuan et Wahba, 2001].

Des versions aléatoires de GCV et GACV existent également.

2.4.2.2 Maximum de vraisemblance généralisée

Cas unidimensionnel

Basé sur l’interprétation bayésienne des splines de lissage, le critère maximum
de vraisemblance généralisée, GML (generalized maximum likelihood) est donné par
[Wahba, 1990] :

GML(λ) =
yt(I − Sλ)y

n
[
det+(I − Sλ)

] 1
n−m

, (2.42)

où det+(I − Sλ) indique le produit des n − m valeurs propres différentes de 0 de
(I − Sλ), et m = 2.

Les comportements de la GML et la GCV ont été comparés par rapport à
ASE [Wahba, 1985]. Les conclusions des simulations sont les suivantes. Quand la
vraie fonction de régression f est lisse et n élevé, GML a tendance à sous-lisser,
comparativement à GCV et λ̂GML converge à la valeur optimale plus lentement
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que λ̂GCV. Quand f est lisse et n petit, si le bruit n’est pas important, la GCV se
comporte mieux. Dans ce dernier cas, si le bruit est élevé, les deux méthodes sont
équivalentes. Quand f n’est pas lisse (régulière mais avec une courbure élevée), les
deux méthodes sont équivalentes.

Modèles additifs

L’adaptation de la GML aux modèles additifs est donnée par [Gu et Wahba, 1991,
Gu, 2000] :

GML(λ) =
yt(I− Rλ)y

n
[
det+(I −Rλ)

] 1
n−m

, (2.43)

où m est la dimension du noyau de (I− Rλ).

2.4.2.3 Critère d’information d’Akaike, critère d’information bayésien et
Cp de Mallow

Cas unidimensionnel

Les expressions de l’espérance de RSS (2.6) (en appliquant le facteur 1/n), et
d’APE (en appliquant la factorisation (2.25)), diffèrent de 2tr(Sλ)σ2/n. La statis-
tique Cp de Mallow utilise ce terme correcteur pour estimer APE à partir de RSS
[Hastie et Tibshirani, 1990] :

Cp(λ) =
1

n

n∑

i=1

(
f̂λ(xi1) − yi

)2

+
2ddl(λ)σ2

n
=

RSS(λ)

n
+

2ddl(λ)σ2

n
. (2.44)

La variance de l’erreur est estimée par RSS(λ̃)/ddlerr(λ̃) (2.8), où λ̃ comporte une
complexité élevée (afin d’obtenir une estimation peu biaisée). Par exemple, pour les
splines, on peut même prendre λ̃ = 0, à condition que le calcul soit numériquement
stable [Ruppert et al., 2003].

Les mêmes résultats asymptotiques obtenus pour la GCV sont obtenus pour
Cp [Li, 1986]. Ceci n’est pas étonnant, car une approximation de la GCV est
RSS(λ)/n + 2ddl(λ)RSS(λ)/n, qui est très proche de Cp.

Des versions stochastiques de Cp ont été également proposées [Girard, 1991].
Le critère d’information d’Akaike, AIC (Akaike information criterion) est la ver-

sion log–vraisemblance de Cp. Les deux statistiques sont équivalentes pour des erreurs
gaussiennes iid :

AIC(λ) = −2l̂(λ) + 2ddl(λ), (2.45)

où l̂ est la log–vraisemblance maximisée. Le critère d’information bayésien, BIC
(Bayesian information criterion) est défini par :

BIC(λ) = −2l̂(λ) + log(n)ddl(λ). (2.46)

Le critère AIC est un estimateur de l’information de Kullback–Leibler, tandis que
BIC est basé sur des arguments bayésiens. Minimiser AIC et BIC est équivalent à
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maximiser la fonction de vraisemblance par rapport aux observations yi, pénalisée
par une mesure de la complexité [Herrmann, 2000, Smith et al., 2000]. La méthode
BIC pénalise plus fortement le nombre de paramètres effectifs, alors elle choisi des
modèles plus simples. BIC est un critère consistent : quand le nombre d’observations
tend vers l’infini, cette méthode sélectionne le modèle correct, ce qui n’est pas le cas
pour AIC.

Afin d’éviter la variabilité élevée et la tendance à sous–lisser d’AIC (et GCV),
une correction a été proposée [Hurvich et al., 1998] :

AICc(λ) = −2l̂(λ) +
2nddl(λ)

n − ddl(λ) − 1
. (2.47)

Modèles additifs

L’adaptation de Cp aux modèles additifs est donnée par :

Cp(λ) =
1

n

n∑

i=1

(
f̂λ(xi) − yi

)2
+

2ddl(λ)σ2

n
=

RSS(λ)

n
+

2ddl(λ)σ2

n
, (2.48)

où l’expression de ddl(λ) est ici celle de (2.9). (Voir l’estimateur de la variance de
l’erreur dans la section 2.2.2.1, page 57).

Modèles additifs généralisés

L’adaptation d’AIC aux modèles additifs généralisés est donnée par
[Hastie et Tibshirani, 1990] :

AIC(λ) =
1

n

n∑

i=1

D(yi, µ̂i) +
2ddl(λ)φ

n
≈ 1

n

∣∣∣∣W1/2
(
Rλz− z

)∣∣∣∣2
2
+

2ddl(λ)φ

n
, (2.49)

où les expressions de la déviance et du nombre effectif de paramètres sont, respec-
tivement, celles de (2.15) et (2.14), z est la réponse de travail et W la matrice des
pondérations de la dernière itération de l’algorithme IRLS.

Ce critère, qui est également connu comme UBR (unbiased risk estimate), est
spécialement utilisé pour le modèle logistique et le modèle de Poisson, pour lesquels
φ = 1 [Gu, 1992a, Gu, 2002].

Des formulations équivalentes peuvent être obtenues pour BIC.

2.4.2.4 Algorithmes

Différentes approches ont abordé le problème de l’implémentation des méthodes
d’évaluation sur une grille de type analytique. Ces approches ont été, le plus souvent,
centrées sur la GCV. Bien que quelques–unes utilisent des caractéristiques propres à
la GCV, la plupart sont transposables aux autres critères.

L’approche la plus simple consiste à considérer de façon indépendante les
procédures de minimisation du critère (par rapport à λ) et d’estimation de la fonction
de régression. On définie alors une grille (ou p–cube), c’est à dire, une partition de m
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points de chaque espace : {λkjj}kj=1,...,m, j = 1, . . . , p, (et donc mp points sur l’espace
p–dimensionnel : {(λk11, . . . , λkpp)}kj=1,...,m), et on estime la fonction de régression,
avec λ fixé à un des points de la grille. On répète la même procédure pour chacun
des points, et ensuite on minimise le critère, évalué sur chaque point de la grille.

Bien que la convergence soit assurée pour chacune des étapes, cette stratégie
est très lourde à niveau des calculs. D’autres approches se basent sur l’alternance
des étapes, et/ou sur des méthodes newtoniennes, et/ou la réduction du problème
d’optimisation d’un critère p–dimensionnel à un problème itératif d’optimisation
d’un critère uni–dimensionnel.

BRUTO

Cet algorithme combine la sélection des paramètres de lissage avec le back-
fitting [Hastie et Tibshirani, 1990]. A chaque étape du backfitting, où la j–ème
composante est ajustée supposant les autres fixes, le critère GCV est minimisé par
rapport à λj, supposant les {λk}k &=j fixes. L’approximation aux dégrées de liberté
ddl ≈ 1 +

∑p
j=1[tr(Sj) − 1] est appliquée dans l’expression de GCV. Quand la

procédure de sélection est stabilisée, les paramètres de la complexité sont fixés et le
backfitting est itéré jusqu’à convergence. La convergence de BRUTO n’est pourtant
pas assurée.

Simplification du critère par des transformations

L’application d’un algorithme de diagonalisation aux splines pénalisées (section
1.3.5.4) permet de simplifier les calculs nécessaires à l’estimation, ainsi que le calcul
du critère GCV [Ruppert, 2002]. Les procédures d’estimation (par résolution directe
d’un système d’équations) et d’optimisation de la GCV sont ici indépendants.
La GCV est minimisée, initialement, par rapport à un seul paramètre de lissage,
commun à toutes les variables λ = λ1 = . . . = λp. Ensuite, le critère est minimisé
par rapport à λj, supposant les {λk}k &=j fixés.

Méthode de Newton modifiée

Une alternative à l’exploration de tout l’espace sont les méthodes d’optimisation
newtoniennes. Une première méthode est proposée par [Gu et Wahba, 1991] pour des
splines généraux. Après une re–paramétrisation des splines de lissage :

λj = ρ/θj , (2.50)

les dérivées de premier et deuxième ordre de la GCV sont déduites. L’algorithme pro-
posé applique des factorisations QR ainsi qu’un algorithme de (tri–)diagonalisation.
Ensuite, de façon itérative, les calculs de ρ et des θj sont alternés. Le premier pa-
ramètre (la complexité “globale”), pour lequel les θj sont considérés fixes, est obtenu
par minimisation du critère unidimensionnel GCV. Ensuite, considérant le paramètre
ρ fixe, les dérivés suivies de l’ensemble des paramètres θj sont actualisées (de façon
similaire aux réponses de travail de l’algorithme IRLS).
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Cette méthode est raffinée par [Wood, 2000]. L’inclusion de contraintes linéaires
dans le problème d’optimisation permet de tenir compte, entre d’autres, des B–splines
ou des splines naturelles, qui incluent des contraintes sur les bords. Des expressions
plus explicites des estimations sont disponibles pour les splines pénalisées et les splines
de lissage. Des simplifications sont possibles par l’application d’algorithmes QR, de
(tri–)diagonalisation, ainsi que des décompositions de Choleski. Cet algorithme a été
adapté aux modèles additifs généralisés, en appliquant ici des décompositions QR et
des décompositions en valeurs singulières [Wood, 2004].

Une méthode newtonienne, inspirée des précédentes, a été également proposée
pour les polynômes locaux [Kauermann et Opsomer, 2004].

Modèles additifs généralisés

Deux approches sont proposées pour la résolution de (2.40). La première consiste à
fixer λ, évaluer GCV seulement à la dernière itération et minimiser ensuite GCV par
rapport à λ. La deuxième consiste à alterner les itérations IRLS et la minimisation du
critère : après une itération IRLS, on sélectionne λ (dans le voisinage du λ précédant),
on actualise ensuite les éléments dépendant de λ, et on applique à nouveau un
itération IRLS. On répète la procédure jusqu’à que les valeurs de λ soient stabilisées
et l’algorithme IRLS converge. Le deuxième algorithme semble mieux se comporter
à la pratique, cependant, sa convergence n’est pas assurée [Gu, 1992a, Gu, 2002].

Deux stratégies de calcul sont également considérées pour AIC (2.49). La plus
utilisée est celle qui alterne les itérations IRLS et la minimisation du critère. La
convergence n’est pourtant pas assurée.

2.4.3 Méthodes de resubstitution

La resubstitution (plug in) consiste à remplacer les paramètres inconnus par des
estimations de ces paramètres, dans une équation quelconque. Pour la régression non
paramétrique, cette méthode est présentée comme une alternative aux techniques
d’évaluation sur une grille, qui demandent l’ajustement de plusieurs modèles. L’ap-
plication de la resubstitution est réduite aux méthodes à noyaux, où des expressions
asymptotiques relativement simples des mesures présentées à la section 2.3 sont
déduites facilement.

Cas unidimensionnel

Dans ce contexte, la resubstitution consiste à minimiser, par rapport à la lar-
geur de bande, des approximations asymptotiques de la distance entre f et f̂λ , et
remplacer, ensuite, les quantités inconnues dans les expressions résultantes par des
estimations. La difficulté de cette méthode est que les quantités inconnues dépendent,
indirectement, du paramètre largeur de bande.

Par exemple, pour l’estimateur de Nadaraya–Watson, sous des conditions de
régularité de la fonction de régression et de la densité gX , supposant λ → 0 et
nλ → ∞, l’expression asymptotique de MSE, (prenant en compte jusqu’aux termes
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quadratiques de l’expansion de Taylor) est déduite [Härdle et al., 2004b] :

MSE(x, λ) ≈
(

1

nλ

σ2

gX(x)
‖K‖2

2

)
+



λ4

4

[

f (2)(x) + 2
f (1)g(1)

X (x)

gX(x)

]2 [∫
t2K(t)dt

]2


,

(2.51)
pour x tel que la densité gX(x) > 0, pour un noyau K tel que

∫
|K(t)|dt < ∞,

lim|t|→∞ tK(t) = 0 et pour EY 2 < ∞. L’erreur quadratique moyenne peut s’écrire
1

nλC1 + λ4C2, où les termes C1 et C2, correspondent au terme de la variance asymp-
totique et du biais asymptotique, respectivement. Ils sont constants en n et λ, mais
ils dépendent, respectivement, de σ2 et de f (2), dont les estimateurs eux dépendent
de n et λ.

Pour les polynômes locaux, (en particulier les polynômes locaux de degré 1, dont
les formules sont plus simples) la formule diffère de la précédant seulement dans le
terme du biais [Härdle et al., 2004b] :

MSE(x, λ) ≈
(

1

nλ

σ2

gX(x)
‖K‖2

2

)
+

(
λ4

4

[
f (2)(x)

]2
[∫

t2K(t)dt

]2
)

. (2.52)

La valeur de λ minimisant cette fonction est la suivante :

λopt =

[
σ2‖K‖2

2

n
[∫

t2K(t)dt
]2

[f (2)(x)]2 gX(x)

]1/5

. (2.53)

Des nombreuses techniques de resubstitution ont été proposées
[Wand et Jones, 1995]. Elles divergent par rapport à la distance considérée
(généralement MISE, MASE), par rapport à la flexibilité des hypothèses (aboutis-
sant à des expressions asymptotiques plus ou moins simples), et par rapport à la
stratégie adoptée pour estimer et calculer les quantités inconnues. Le plug in direct
[Ruppert et al., 1995] découle de l’approximation et estimation du paramètre de
lissage optimal (selon MASE), λopt, suivantes :

λopt 4
[

σ2‖K‖2
2(x(n) − x(1))

n
[∫

t2K(t)dt
]2

θ

]1/5

λ̂ = C(K)

[
σ̂2(x(n) − x(1))

nθ̂

]1/5

, (2.54)

où C(K) est une constante qui dépend du noyau K, x(1) = mini({xi1}),
x(n) = maxi({xi1}), et θ = E[f (2)(x)]2. Les estimations σ̂2 et θ̂ sont obtenues

séparément (puisque θ̂ dépend de σ2) par des régressions polynomiales locales, où
des estimateurs initiaux sont trouvés à l’aide du critère Cp de Mallow.

Modèles additifs

Le plug in direct a été généralisé aux modèles additifs ajustés par back-
fitting [Opsomer et Ruppert, 1997, Opsomer et Ruppert, 1998]. Cette méthode est
présentée comme une alternative aux méthodes basées sur l’évaluation d’un p–cube,
cependant elle demande parfois des hypothèses très restrictives.



72 Chapitre 2. Complexité

Considérons la régression linéaire locale additive pour deux variables explicatives.
Sous certaines conditions de régularité et de compacité des densités et du noyau, des
condition de régularité de la fonction de régression, supposant λj → 0, nλj/ log(n) →
∞, j = 1, 2, et supposant que l’éventuelle dépendance entre X1 et X2 n’est pas sévère :

sup
x1,x2

∣∣∣
gX1,X2(x1, x2)

gX1(x1)gX2(x2)
− 1
∣∣∣ < 1, alors :

MASE ≈ 1

4

[∫
t2K(t)dt

]2

(λ4
1θ11 + λ2

1λ
2
2θ12 + λ4

2θ22)+

σ2‖K‖2
2

(
x(n),1 − x(1),1

nλ1
+

x(n),2 − x(1),2

nλ2

)
,

(2.55)

où x(1),j = mini({xij}), x(n),j = maxi({xij}),

θ11 = 1
n

∑n
i=1

(
tt
iD

2f1 − vt
iE(f (2)

1 (xi1)|X2)
)2

θ22 = 1
n

∑n
i=1

(
vt

iD
2f2 − tt

iE(f (2)
2 (xi2)|X1)

)2

θ12 = 1
n

∑n
i=1

(
tt
iD

2f1 − vt
iE(f (2)

1 (xi2)|X2)
)(

vt
iD

2f2 − tt
iE(f (2)

2 (xi2)|X1)
)

,

(2.56)

ti et vi sont, respectivement, la i-ème ligne et colonne de l’approximation asympto-
tique de (I− S∗

1S
∗
2)

−1, et D2fj = (f (2)
j (x1j), . . . , f

(2)
j (xnj))t.

Sous l’hypothèse d’indépendance de X1 et X2, des simplifications de θ11, θ22, et
l’annulation de θ12 permettent déduire des expressions analytiques des paramètres de
lissage optimaux :

(λ1opt, λ2opt) =




[

σ2‖K‖2
2(x(n),1 − x(1),1)

n
[∫

t2K(t)dt
]2

θ11

]1/5

,

[
σ2‖K‖2

2(x(n),2 − x(1),2)

n
[∫

t2K(t)dt
]2

θ22

]1/5




(2.57)
Comme dans le cas unidimensionnel, le calcul de (λ̂1, λ̂2) nécessite des estimations σ̂2

et θ̂jj.

Etant donné que θ̂jj dépend de l’estimation de la variance et que les deux esti-
mations demandent une sélection du paramètre de lissage, la stratégie suivante est
adoptée. Des estimations de σ2 et de f (4) sont obtenues par des régressions poly-
nomiales locales, où des estimateurs initiaux sont trouvés à l’aide du critère Cp de
Mallow. Ces valeurs sont remplacées dans les expressions asymptotiques des θjj per-
mettant la déduction des paramètres optimaux. Ces paramètres sont remplacés par
leurs estimations, θ̂jj. Ensuite, une nouvelle estimation des paramètres de lissage est

calculée et appliquée à une actualisation de σ2. Finalement (λ̂1, λ̂2) est calculé à partir
de σ̂2 et θ̂jj.

Bien que les résultats théoriques ne demandent pas l’hypothèse d’indépendance
dans le cas bi–dimensionnel, cette hypothèse est nécessaire pour obtenir des expres-
sions analytiques des estimations (λ̂1, λ̂2). Les calculs deviennent compliqués dans le
cas contraire. Cependant, pour l’extension des résultats au cas p–dimensionnel, p > 2,
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cette hypothèse est insuffisante pour démontrer théoriquement que la méthode mini-
mise la valeur MASE et assurer la convergence.

A partir des simulations, les auteurs concluent que la méthode fonctionne
bien pour p = 2, 3, et qu’elle est relativement insensible aux violations de l’hy-
pothèse d’indépendance pour p = 2. A partir d’un exemple, les auteurs concluent
que des résultats cohérents sont obtenus pour p = 5. Cependant, quand la di-
mension augmente, le nombre de calculs est très important (quoique inférieur
à celui des méthodes basées sur l’évaluation d’un p–cube de type analytique)
[Kauermann et Opsomer, 2004]. Une autre limite de la méthode de resubstitution
est que l’extension aux modèles additifs généralisés n’est pas facile.

2.4.4 Tests d’hypothèses

Une approche différente dans la sélection de la complexité consiste à choisir, à
l’aide d’un test statistique, entre deux alternatives. Pour les modèles additifs, cette
approche évite l’optimisation d’un critère multidimensionnel. Cependant, des tests
séquentiels, comparant à chaque étape deux complexités différentes sont rarement
employés, car la multitude de tests à effectuer, qui ne sont pas généralement
indépendants, est problématique. A la pratique, ces méthodes sont appliquées pour
comparer deux valeurs pré–définies, au lieu de rechercher la valeur optimale. On teste
si l’estimation donnée décrit la relation entre les variables explicatives et la variable
expliquée de façon satisfaisante ou un ajustement plus flexible est nécessaire. En
particulier on peut tester si une composante est linéaire ou lisse, ou aussi, comme
dans le cas paramétrique, pour décider si une composante est pertinente (voir section
3.2.2, page 90).

Cas unidimensionnel

Par analogie à la régression linéaire, un test F approximatif peut être déduit
[Hastie et Tibshirani, 1990]. Supposons que nous voulons choisir entre deux pa-
ramètres de lissage :

H0 : λ = λ0

H1 : λ = λ1,
(2.58)

où la courbe f̂(λ1) = S(λ1)y est plus complexe que f̂(λ0) = S(λ0)y. Supposons que
f̂(λ1) est non biaisée, et que f̂(λ0) est non biaisée sous l’hypothèse nulle. Soiet ddlerrk ,
les degrés de liberté de l’erreur (2.5) et RSSk la sommes des erreurs quadratiques,
k = 0, 1, alors

(RSS0 − RSS1)/(ddlerr0 − ddlerr1 )

RSS1/ddlerr1

∼ Fddlerr0 −ddlerr1 ,ddlerr1
. (2.59)

Modèles additifs
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Une adaptation du test F aux modèles additifs est la suivante
[Bowman et Azzalini, 1997].

H0 : ddlj = ddl0j
H1 : ddlj = ddl1j ,

(2.60)

où ddlj indique les degrés de liberté pour la composante j (2.4), j = 1, . . . , p, sup-
posant les autres composantes fixées, ddl1j et ddl0j sont deux valeurs pré–définies. Un
test F approximatif est :

(RSS0 − RSS1)/(ddl1j − ddl0j)

RSS1/(n − ddl1j)
∼ Fddl1j−ddl0j ,n−ddl1j

. (2.61)

Un test spécifique pour les splines de lissage est le suivant
[Cantoni et Hastie, 2002] :

H0 : ddlj = ddl0j
H1 : ddlj = ddl1j > ddl0j ,

(2.62)

supposant les composantes l 3= j fixées. Quand ddl0j = 1, il s’agit de tester la linéarité
de la j–ème composante.

La statistique de test est :

FAM =
yt(R(λ1) −R(λ0))y

yt(I −R(λ1))y
, (2.63)

où R(λk), k = 0, 1 est la matrice de convergence de l’algorithme backfitting (voir
section 2.2.2, page 56), pour les valeurs des paramètres de lissage λ0

j et λ1
j , respecti-

vement.
Le degré de signification (p–value) est calculée par :

P (FAM > fAM,obs) = P
(
yt[R(λ1) − R(λ0) − fAM,obs(I −R(λ1))]y > 0

)

= P (RAM > 0),
(2.64)

où fAM,obs est la valeur de FAM évaluée sur les observations.
Sous H0, RAM suit une distribution χ2

δ, où δ dépend de R(λk), k = 0, 1, Sl(λl),
l 3= j, et Sj(λ0

j). Le calcul de cette valeur est lourd quand la dimension p ou la taille
de l’échantillon n sont élevées. Dans ces cas il est préférable l’utilisation d’un test F
approximatif.

Des tests d’hypothèses ont été proposés spécifiquement pour tester la linéarité
d’une des composantes. Une statistique de type F , basée sur la différence des
sommes des erreurs quadratiques sous l’hypothèse nulle (ajustement linéaire)
et sous l’hypothèse alternative (ajustement par noyaux) est proposée par
[Azzalini et Bowman, 1993]. Pour éviter le problème de l’estimation du paramètre
de lissage, les auteurs analysent le graphique du degré de signification en fonction
du paramètre de lissage. L’indépendance des variables explicatives est supposée,
et la partie non paramétrique du modèle semi–paramétrique est constituée d’une
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seule composante. Ces hypothèses sont partagées par [Shively et al., 1994], pour un
ajustement avec des splines. L’estimation du paramètre de lissage est également
évité, ainsi on compare H0 : λ = 0, H1 : λ = λ1, avec λ1 tel que la puissance du test
demandée soit atteinte, pour un niveau de signification fixé.

Modèles additifs généralisés

On s’intéresse à la comparaison de deux modèles embôıtés qui divergent seule-
ment à la j–ème composante : ν̂0 (le plus simple) et ν̂1 (le plus complexe)
[Hastie et Tibshirani, 1990]. Sous l’hypothèse nulle, le modèle le plus simple est cor-
recte, et

ED(ν̂0, ν̂1)/φ ≈ ddlerr(ν̂0) − ddlerr(ν̂1). (2.65)

Pour les modèles linéaires généralisés, si le paramètre de dispersion est connu, la distri-
bution asymptotique de D(ν̂0, ν̂1) est une distribution χ2. Pour les modèles additifs
généralisés, la distribution asymptotique de la déviance est une χ2

ddlerr(bν0)−ddlerr(bν1)

seulement approximativement. Cette approximation peut être améliorée par une cor-
rection du premier et deuxième moment. Quand le paramètre de dispersion est in-
connu, un test F approximatif est plus adéquate.

Une modification du test χ2 pour tester la linéarité d’une des composantes du
modèle semi–paramétrique généralisé est proposée par [Härdle et al., 2004a]. Une cor-
rection du biais de l’estimateur non paramétrique et une correction de la statistique
de test sont appliquées, au moyen d’une procédure bootstrap. La statistique de test
est asymptotiquement normale, mais la convergence est lente. Les auteurs proposent
donc d’utiliser aussi le bootstrap pour calculer les valeurs critiques.

2.4.5 Méthodes bayésiennes

En utilisant la formulation bayésienne des splines de régression (voir sec-
tion 1.2.3.4, page 24), des techniques bayésiennes d’estimation des modèles addi-
tifs, qui intègrent la sélection des paramètres de la complexité ont été proposées
[Wong et Kohn, 1996]. Des méthodes de Monte Carlo par châınes de Markov sont
appliquées à l’estimation. Des probabilités a priori sont considérées pour les hyper–
paramètres : P (σ2) ∝ 1/σ2, et P (τj) ∝ exp[−10−10/τ 2

j ], j = 1, . . . , p, où σ2 est la
variance de l’erreur et τj est tel que λj = σ2/τ 2

j . Des distributions plus complexes,
telle que la gamma inverse sont également considérées pour ces hyper–paramètres.
Les auteurs soulignent la robustesse de cette méthode par rapport à des observations
aberrantes, en comparaison à d’autres approches.

2.5 En bref

Nous avons traité ici le problème du contrôle de la complexité pour les modèles
additifs. Les difficultés de la mise en œuvre des différentes méthodes ont été étudiées.
En effet, l’application des méthodes de réechantillonnage est limitée par la quan-
tité de calculs nécessaire. Les bases théoriques des méthodes de resubstitution ne
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garantissent pas leur application pour p > 2, même sous des hypothèses fortes,
telle que l’indépendance des variables explicatives. Les méthodes basées sur des
tests rendent difficile l’automatisation des procédures, et la multitude de tests ef-
fectués (si le nombre de variables est modéré ou important) ne sont généralement pas
indépendants. Les approches bayésiennes sont peu développées. Seules les méthodes
analytiques, pour lesquelles des algorithmes efficaces ont été proposés, aboutissent à
des résultats satisfaisants.



Chapitre 3

Modèles additifs parcimonieux

3.1 Introduction

Nous abordons dans ce chapitre le problème général de la sélection de modèle
pour les modèles additifs, avec une spéciale attention à la sélection de variables.

Dans le chapitre précédant nous avons analysé les différents problèmes que les
méthodes de sélection de modèle comportent. Seules les méthodes analytiques abou-
tissent à des résultats satisfaisants quand il s’agit d’estimer la complexité des com-
posantes additives. Cependant, quand la sélection de la complexité doit aboutir à
la suppression de variables, le problème devient impraticable même pour un nombre
modéré d’entrées.

Une approche différente consiste à explorer seulement une partie préalablement
déterminée de la grille de valeurs des paramètres de la complexité. Il existe la pos-
sibilité de “laisser choisir aux données” la partie de la grille à inspecter. Cela peut
être réalisé par l’application de méthodes de régularisation et l’introduction d’une
information a priori qui nous dirige vers la partie à explorer.

Dans ce chapitre, nous passons revue des méthodes de régularisation pour les
modèles linéaires, dans une optique de sélection de variables. Deuxièmement, nous
étudions les méthodes de sélection de variables proposées pour les modèles addi-
tifs. Nous présentons ensuite notre approche, qui est motivée par les méthodes
de régularisation dans le cadre linéaire. Celle–ci accomplit une sélection parcimo-
nieuse des variables, qui a pour objectif d’éviter la sur–estimation ainsi que la sous–
estimation.

3.2 Sélection de variables : état de l’art

La sélection de variables consiste à sélectionner le groupe de variables d’entrée
les plus prédictives de la variable de sortie [Miller, 1990, Bi et al., 2003]. Les ob-
jectifs sont multiples : améliorer la précision en prédiction (par exemple, par la
réduction de l’instabilité), faciliter la compréhension du processus sous–jacent qui a
généré les données (par exemple, par l’obtention de modèles simples, facilitant leur in-
terprétation), et réduire le temps d’obtention des solutions [Guyon et Elisseeff, 2003].

77
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Le problème de la sélection de variables peut être considéré dans un cadre plus général
et être abordé d’une perspective de régularisation.

Régulariser un problème “mal posé”, c’est de le remplacer par un autre, “bien
posé”, de sorte que l’erreur commise soit compensée par le gain de stabilité
[Tikhonov et Arsenin, 1977]. Un problème est dit bien posé si les conditions suivantes
sont vérifiées : 1) la solution existe, 2) elle est unique, 3) elle dépend continûment
des données. Dans le cas contraire, le problème est dit mal posé (ill–posed problem).
Ce sont des problèmes pour lesquels l’information spécifiée n’est pas suffisante et des
hypothèses supplémentaires sont nécessaires. Ainsi, pour résoudre l’instabilité, une
information a priori est introduite.

La forme générale d’une classe de problèmes de régularisation est la suivante :

min
f∈F

n∑

i=1

L
(
yi, f(xi1, . . . , xip)

)
+ µJ(f), (3.1)

où L est une fonction de coût, J est un opérateur de pénalisation, F est un espace
de fonctions, et µ ≥ 0 est le paramètre de régularisation, qui contrôle le compromis
entre l’ajustement de la fonction aux données, évalué par le coût, et la pénalisation
de la fonction.

3.2.1 Modèles linéaires

L’estimation des moindres carrés, OLS (ordinary least squares), obtenue par mini-
misation de l’erreur quadratique, est souvent peu satisfaisante. Ses limites concernent
la précision en prédiction : bien que l’estimation OLS ait un biais faible, sa variance
est souvent élevée. Aussi, en pratique, un nombre important de variables d’entrée
est considéré, afin d’atténuer le biais résultant de la modélisation. Un tel nombre
de variables, parfois non pertinentes ou apportant une information redondante, rend
difficile la compréhension du phénomène.

Les méthodes de régularisation, appliquées à la régression linéaire, ont pour ob-
jectif de réduire la variance des estimateurs, (améliorant ainsi leur précision) et/ou
obtenir des modèles plus simples, avec peu de coefficients non–nuls (facilitant l’in-
terprétation). En général, ces techniques sacrifient un peu de biais afin d’obtenir une
réduction de la variance. Un problème commun à ces méthodes est l’estimation du
paramètre de régularisation, aussi connu dans ce contexte sous le nom de paramètre
de complexité ou hyper–paramètre.

Passons la revue des principales méthodes de régularisation pour les modèles
linéaires. Par simplicité, nous considérons au cour de la section (3.2.1) que la variable
réponse est centrée, ce qui réduit l’estimation de la constante à 0 (considérant que
les variables d’entrée sont centrées et réduites).

3.2.1.1 Principales méthodes de régularisation

Sélection de sous–ensembles

La sélection de sous–ensembles (subset selection), consiste à déterminer un sous–
ensemble des variables explicatives, qui sont estimées par moindres carrés ordinaires,
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et éliminer les autres [Miller, 1990]. De nombreuses procédures automatiques ont été
proposées pour sélectionner le sous–ensemble de variables (procédure pas à pas as-
cendante, descendante, mixte [Miller, 1990], ou d’autres procédures plus minutieuses
telles que stagewise et lars (least angle regression) [Efron et al., 2004]), ainsi que
de nombreux critères de sélection (basées sur des tests, sur des statistiques telles
que AIC ou BIC [Miller, 1990], sur les coefficients de corrélations entre les variables
d’entrée et les résidus, . . . ). Cette méthode comporte des problèmes combinatoires :
2p modèles sont disponibles quand p variables d’entrée sont considérées.

Pénalisation quadratique

La pénalisation quadratique, RR (ridge regression) [Hoerl et Kennard, 1970]
rétrécit les coefficients de la régression, par une pénalisation de la norme l2 du vecteur
de coefficients :

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

+ µ‖α‖2
2, (3.2)

où µ est une valeur prédéfinie. La solution explicite du problème (3.2) est donnée
par :

αRR =
(
XtX + µIp

)−1
Xty. (3.3)

Dans le cas de la sélection de sous–ensembles, la variance des prédictions est
réduite par l’élimination d’un certain nombre de variables. Pour la pénalisation
quadratique, la réduction de la variance peut être expliquée au moyen d’une
décomposition en valeurs singulières. Supposons X = UDV, où U est une matrice
de dimension n × p, telle que UtU = I, V est une matrice de dimension p × p, telle
que VtV = I, et D est une matrice diagonale p × p constituée des valeurs singulières
{dj}j=1,...,p. L’estimateur pénalisation quadratique (3.3) admet l’expression :

αRR = Vt
(
D2 + µIp

)−1
DUty = Vt





d1

d2
1 + µ

. . .
dp

d2
p + µ




Uty, (3.4)

et sa variance, Var(αRR) = σ2Vtdiag

[{
d2

j

(d2
j + µ)2

}

j

]

V. L’addition de µ réduit la

contribution des plus petites valeurs singulières, celles qui dominent la variance.
Un résultat sur l’efficacité de la pénalisation quadratique est le suivant. Il existe

une valeur strictement positive du paramètre de réguralisation (µ > 0), telle que
l’erreur de l’estimateur RR est plus petite que celle de l’estimateur OLS (µ = 0),
au sens de MASE [Gruber, 1998]. Ce résultat est démontré à partir de la dérivée de
MASE par rapport à µ, qui est facilement déduite en termes du biais et la variance
et décomposition en valeurs singulières.
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La sélection de sous–ensembles donne lieu à des modèles simples, mais elle
est instable1, car la procédure est discrète : la variable est retenue ou éliminée
[Breiman, 1996, Tibshirani, 1996]. La pénalisation quadratique, elle, est stable
[Breiman, 1996, Gruber, 1998], mais elle ne donne pas lieu à des coefficients nuls.
En effet, la solution explicite en termes de la décomposition en valeurs singulières
(3.4) permet d’observer que, bien que le rétrécissement soit appliqué à tous les co-
efficients, celui–ci est proportionnel : les coefficients plus petits sont moins rétrécis
que les coefficients plus importants, les empêchant d’atteindre le zéro. La pénalisation
quadratique fonctionne mieux quand toutes les variables d’entrée sont également per-
tinentes.

Cela a motivé la recherche d’autres méthodes, combinant les avantages de la
sélection de sous–ensembles et de la pénalisation quadratique.

Lasso

Le lasso (least absolute shrinkage and selection operator) [Tibshirani, 1996],
comme la pénalisation quadratique, rétrécit les coefficients de la régression, mais
par pénalisation de la norme l1 du vecteur de coefficients :

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

+ µ‖α‖1. (3.5)

Une formulation plus classique du lasso est donnée en termes du problème d’optimi-
sation sous contraintes :

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

sous contrainte
p∑

j=1

|αj| ≤ τ, (3.6)

où τ est une valeur prédéfinie. Une particularité de la pénalisation l1 est que certains
coefficients sont rétrécis, alors que les autres sont annulés exactement, effectuant ainsi
l’estimation des coefficients et la sélection de variables de façon simultanée. Aussi, la
forme lisse de la pénalisation conduit à des modèles moins variables que ceux obtenus
par la sélection de sous–ensembles [Tibshirani, 1996].

La comparaison expérimentale des trois méthodes de pénalisation, a montré que
la sélection de sous–ensembles est la mieux adaptée, suivie du lasso, lorsque le nombre
de variables ayant un effet important est petit. Dans la situation inverse, quand le
nombre de variables ayant un effet faible est élevé, la pénalisation quadratique est la
méthode la plus appropriée, suivie du lasso. Enfin, dans les situations intermédiaires,
le lasso est le plus performant, suivie de la pénalisation quadratique [Tibshirani, 1996].

Bridge regression

1Selon [Breiman, 1996], une méthode de pénalisation est instable si pour deux échantillons peu
différents, l’algorithme d’estimation de la fonction de régression donne des résultats très variables
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Fig. 3.1 – Solution du lasso (à gauche), notée αL, et de la pénalisation quadratique
(à droite) notée αRR, pour τ = 1 et p = 2. Les aires grises sont les régions définies
par les contraintes ‖α‖q

q ≤ 1, où q = 1, pour le lasso et et q = 2, pour la pénalisation
quadratique. Les ellipses sont les contours de l’erreur quadratique en fonction de α,
autour de la solution OLS.

Ces trois méthodes sont englobées par une méthode plus générale, la bridge re-
gression [Frank et Friedman, 1993] :

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

+ µ
p∑

j=1

|αj |q, (3.7)

où q ≥ 0 et µ ≥ 0 sont des hyper–paramètres. De façon équivalente,

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

sous contrainte
p∑

j=1

|αj|q ≤ τ. (3.8)

En effet, la sélection de sous–ensembles correspond à q = 0, la fonction de
pénalisation rendant compte du nombre de coefficients non nuls. La pénalisation
quadratique et le lasso correspondent à q = 2 et q = 1, respectivement.

Convexité et stabilité

Les régions ‖α‖q
q ≤ τ telles que q ≥ 1 sont strictement convexes, et inversement,

pour q < 1, les régions définies par la contrainte sont concaves. L’optimisation de ces
derniers problèmes devient alors plus difficile. Aussi, pour des fonctions non convexes,
les solutions α̂q(τ) ne sont pas continues en τ et subséquemment des problèmes
d’instabilité surgissent [Knight, 2004]. En particulier, la sélection de sous–ensembles
(q = 0), comme signalé précédemment, est une méthode instable.

La figure (3.1) montre les solutions du lasso et de la pénalisation quadratique
dans le cas bi–dimensionnel pour τ = 1. La fonction cible (représentée par les
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Fig. 3.2 – Régions définies par les contraintes ‖α‖q
q ≤ 1, pour des valeurs différentes

de q et pour p = 2.

ellipses) et la contrainte (représentée par l’aire grise en forme de losange, pour le
lasso, et de cercle, pour la pénalisation quadratique) étant strictement convexes, il
existe une solution unique à ces deux problèmes qui se trouve sur la frontière de la
région définie par la contrainte.

Coefficients nuls

La pénalisation quadratique correspond à l’unique valeur de q telle que le contour
‖α‖q

q = τ , pour τ > 0 quelconque, n’as pas d’“angles” (i.e. des points saillants et qui
sont, donc, plus faciles à atteindre). Pour q 3= 2, les contours ont des “angles”, mais
ils ne sont situés sur les axes que pour q < 2. D’autre part, quand q décrôıt, il
devient plus facile d’atteindre un des points sur les axes et les possibilités d’obtenir
des coefficients nuls augmentent. Cela donne des intuitions sur le fait que pour q ≤ 1
des coefficients peuvent être annulés exactement.

Dans la figure (3.1) la solution du lasso se trouve sur un des axes, annulant
exactement le paramètre de la variable à importance faible, tandis que la pénalisation
quadratique applique un rétrécissement proportionnel qui ne rend nul aucun des
paramètres. La figure (3.2) montre les régions définies par les contraintes ‖α‖q

q ≤ 1,
dans le cas bi–dimensionnel, pour un éventail de valeurs de q, comprenant la sélection
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de sous–ensembles, le lasso, la pénalisation quadratique, et des valeurs intermédiaires.
En effet, pour q ≤ 1, il a été démontré, par des résultats asymptotiques, la capacité

d’annuler exactement les coefficients dont la vraie valeur est 0 [Knight et Fu, 2000].
Des résultats non asymptotiques permettent également aux auteurs de conclure
que les pénalisations du type q > 1 ont des avantages sur les pénalisations du type
q ≤ 1 seulement dans les cas où tous les vrais paramètres ont des valeurs faibles
(relativement à n). En revanche, en présence de paramètres avec un effet important,
le rétrécissement appliqué sera proportionnel à la taille des paramètres (comme
déjà précisé pour la pénalisation quadratique), et donc un petit rétrécissement
sera attribué aux petits paramètres. Contrairement, quand q ≤ 1, les paramètres
à valeurs faibles seront estimés nuls, même en présence de paramètres de grande taille.

Biais

Pour q > 1, le rétrécissement appliqué à un coefficient est proportionnel à la
taille du vrai paramètre, alors pour des paramètres ayant un effet élevé, le biais de
leur estimation sera trop important [Knight et Fu, 2000]. Pour le lasso (q = 1), le
biais des estimations est plus “contrôlable” dans le sens où, pour τ fixé, le biais est
borné par une constante qui dépend des données, mais qui est indépendante des
vraies valeurs des coefficients αj [Knight, 2004]. Pour q < 1, les paramètres non nuls
peuvent être estimés sans biais (asymptotique) [Knight et Fu, 2000].

Interprétation bayésienne

D’un point de vu bayésien, |αj|q peut être interprété comme la log–densité a
priori de αj, les paramètres de régularisation admettent également une représentation
bayésienne [Hastie et al., 2001]. Pour la pénalisation quadratique, la distribution a
priori est une normale centrée :

h(αj) =
1√
2πτ

exp
(
−α2

j/2τ 2
)
, (3.9)

où τ 2 est inversement proportionnel à µ. Pour q ≤ 1, cette densité n’est pas uniforme
sur les directions, elle concentre plus de masse sur les directions des axes. La densité
a priori correspondant à q = 1 est une distribution de Laplace :

h(αj) =
1

2τ
exp (−|αj|/τ) , (3.10)

où τ est inversement proportionnel à µ [Tibshirani, 1996, Hastie et al., 2001].

“Garrot non négatif”

La méthode “garrot non négatif” (non–negative garrote) [Breiman, 1995] est une
modification de la pénalisation quadratique. La pénalisation appliquée ici inclue l’in-
formation apportée par l’estimation OLS :

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

+ µ
p∑

j=1

α2
j

(αOLS
j )2

. (3.11)
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Les coefficients avec une estimation OLS petite, sont plus sévèrement pénalisés.
Géométriquement, cela donne lieu à des régions elliptiques à la place des cercles.

Pénalisation multiple adaptative

La pénalisation multiple adaptative, AdR (adaptive ridge regression), est
une modification de la pénalisation quadratique qui attribue à chaque co-
efficient une pénalisation en accord avec son importance [Grandvalet, 1998,
Grandvalet et Canu, 1998] :

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

+
p∑

j=1

µjα
2
j

sous contraintes
1

p

p∑

j=1

1

µj
=

1

µ
, µj > 0,

(3.12)

où µ est prédéfini et les µj sont réglés automatiquement, à partir des données. Elle
est basée sur le principe du garrot non négatif, mais ici, les µj sont choisis par la
résolution du problème quadratique pénalisé :

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

+
p∑

j=1

µjα
2
j . (3.13)

Cependant, une contrainte supplémentaire devient nécessaire, puisqu’une minimisa-
tion directe rétrécirait tous les paramètres à 0 :

1

p

p∑

j=1

1

µj
=

1

µ
, µj > 0. (3.14)

L’origine de cette contrainte est liée à l’interprétation bayésienne des moindres carrés
pénalisés. Les paramètres suivent des lois a priori gaussiennes centrées :

h(αj) =
1√
2πτj

exp
(
−α2

j/2τ 2
j

)
, (3.15)

où les variances τ 2
j sont inversement proportionnelles à µj [Grandvalet, 1998,

Grandvalet et Canu, 1998]. La contrainte (3.14) relie donc les variances individuelles
en imposant que la variance moyenne soit constante et inversement proportionnelle
à µ. Ainsi, pour la pénalisation multiple adaptative, chaque coefficient a sa propre
distribution a priori, ce qui est plus approprié quand les variables explicatives n’ont
pas la même importance.

Pour la pénalisation multiple adaptative, comme pour la méthode garrot non
négatif, une pénalisation quadratique pondérée conduit à des régions elliptiques.
Quand l’ellipse est très étroite sur la direction d’un des paramètres, il est possible
d’annuler ce paramètre.
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La pénalisation multiple adaptative a été comparée à la sélection de sous–
ensembles et la pénalisation quadratique, en termes d’erreur de prédiction
[Boukari et Grandvalet, 1998]. Les auteurs concluent que la sélection de sous–
ensembles est la mieux adaptée lorsque le nombre d’entrées significatives est très
petit devant le nombre total de variables explicatives, et que ces variables sont peu
corrélées. La pénalisation quadratique est appropriée quand la majorité des entrées
sont significatives ou qu’elles sont très corrélées. Enfin, la pénalisation multiple
adaptative donne les meilleurs résultats dans les cas intermédiaires. Toutefois, ses
résultats sont proches de ceux de la meilleure méthode. Les auteurs attribuent
la robustesse de cette méthode, par rapport à la sélection de sous–ensembles et
à la pénalisation quadratique, au fait qu’elle fait à la fois de la sélection et du
rétrécissement.

Pénalisation non concave

Avec l’objectif de réunir les différents avantages des méthodes précédentes, et,
au même temps corriger le biais, [Fan et Li, 2001] proposent une pénalisation non
concave, SCAD (smoothly clipped absolute deviation penalty) :

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

+
p∑

j=1

Jµ(|αj|), (3.16)

où Jµ est une fonction de pénalisation telle que

J (1)
µ (θ) = Iθ≤µ +

(aµ − θ)+

(a − 1)µ
Iθ>µ, (3.17)

pour θ > 0, où a > 2 et µ sont des valeurs prédéfinies. Cette méthode comporte donc
deux paramètres de la complexité.

Cette pénalisation permet d’annuler certains coefficients, et elle a des propriétés
de régularité conduisant à des solutions stables. Aussi, cette méthode réduit le biais
des estimations. Cependant, son implémentation est plus complexe, dû à la forme
moins simple de l’estimateur, qui rend également la procédure moins intuitive.

3.2.1.2 Le lasso en détail

Parmi les différentes méthodes englobées par la bridge regression, le lasso
est l’unique méthode strictement convexe, stable, raisonnablement biaisée qui
sélectionne de variables. Ces bonnes propriétés ont motivé dans les dernières années
des nombreuses études sur cette méthode.

Résultats théoriques

La consistance de l’estimateur lasso découle de sa distribution asymptotique,
déduite par [Knight et Fu, 2000]. Il a également été démontré qu’il existe une valeur
strictement positive du paramètre de réguralisation (µ > 0), telle que l’erreur de
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l’estimateur lasso est plus petite que celle de l’estimateur OLS (µ = 0), au sens
d’APE [Huang, 2003, Rosset et Zhu, 2003]. Dans le cas du lasso la démonstration de
ce résultat n’est pas directe, contrairement à la pénalisation quadratique, qui admet
une expression analytique du biais et la variance de l’estimateur.

Stabilité

Selon [Knight, 2004], la stabilité du lasso (et en général, des méthodes telles que
q ≥ 1) découle de l’association de la convexité stricte de l’erreur pénalisée comme
fonction de α, pour µ fixé,

n∑

i=1

(yi −
p∑

j=1

xijαj)
2 + µ‖α‖1, (3.18)

et de la continuité en µ des solutions du lasso, notées αL :

αL(µ) = arg min
α

n∑

i=1

(yi −
p∑

j=1

xijαj)
2 + µ‖α‖1. (3.19)

La comparaison expérimentale de la stabilité de la sélection de sous–ensembles,
de la pénalisation quadratique et du lasso a été effectuée par [Tibshirani, 1996]. Les
résultats des simulations montrent la grande variabilité des coefficients estimés par
la sélection de sous–ensembles, par rapport au lasso et la pénalisation quadratique.

Coefficients nuls

La géométrie du lasso explique sa capacité à annuler exactement des coeffi-
cients [Tibshirani, 1996]. Des résultats théoriques justifient également cette propriété
[Knight et Fu, 2000].

Expérimentalement, [Tibshirani, 1996] met en évidence que le lasso sélectionne le
modèle correct peu souvent, en revanche le modèle sélectionné contient le modèle cor-
rect dans la plupart des situations. Quant à la sélection de sous–ensembles, le modèle
correct est sélectionné plus souvent, cependant, cette méthode élimine fréquemment
des variables pertinentes.

Dans les applications pratiques du lasso, on peut trouver des exemples où la
méthode élimine peu de variables [Steyerberg et al., 2000] ainsi que des exemples où
des modèles très parcimonieux sont obtenus [Li et al., 2004].

Lasso VS pénalisation multiple adaptative

La pénalisation multiple adaptative et le lasso sont équivalents, dans le sens où
ils génèrent les mêmes estimations [Grandvalet, 1998, Grandvalet et Canu, 1998]. La
pénalisation multiple adaptative admet plusieurs formulations. En termes du lagran-
gien :

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

+
p∑

j=1

µjα
2
j + ν

(
p∑

j=1

1

µj
− p

µ

)

, (3.20)
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où ν est le paramètre du Lagrangien. De façon équivalente,

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

sous contrainte
1

p

(
p∑

j=1

|αj |
)2

≤ τ 2, (3.21)

ou, encore,

min
α

n∑

i=1

(

yi −
p∑

j=1

xijαj

)2

+
µ

p

(
p∑

j=1

|αj |
)2

. (3.22)

A partir de ces formulations, il a été établie l’équivalence entre les deux méthodes,
pour un coût différentiable quelconque [Grandvalet, 1998] (voir section A.2, page
141).

Bien que le lasso (3.6) et la pénalisation multiple adaptative (3.12) soient
équivalents, leur complexité n’est pas indexée de la même façon. Le paramètre de
régularisation du lasso, τ , varie dans l’intervalle [0, ‖αOLS‖1], tandis que celui de la
pénalisation multiple adaptative, µ, varie varie dans l’intervalle [0,∞). Le premier
dépend de l’estimateur OLS, très sensible aux problèmes de conditionnement de
la matrice des données. L’estimation de ce paramètre est donc plus difficile, et la
procédure globale peut subir une perte de stabilité [Grandvalet et Canu, 1998].

Algorithmes

La résolution numérique du problème (3.6) n’est pas triviale. Il s’agit d’un
problème d’optimisation convexe, ce qui implique l’existence d’une solution unique,
qui se trouve sur la frontière de la région définie par la contrainte : ‖α‖1 = τ . La

fonction cible
∑n

i=1

(
yi −

∑p
j=1 xijαj

)2
est quadratique, cependant, les contraintes

d’inégalité sont non–linéaires et non–différentiables, rendant le problème difficile.
Un premier algorithme est proposé par [Tibshirani, 1996]. La reformalisation des

contraintes : δt
kα ≤ τ , k = 1, 2, . . . , 2p, où δk sont les 2p vecteurs de dimension p dont

les éléments sont +1 ou −1, permet l’application d’une méthodes avec activation de
contraintes pour des contraintes d’inégalité linéaires (voir section A.1, page 137).

Le problème, exprimé en termes de pénalisation multiple adaptative (3.12),
peut être résolu par un algorithme du type point fixe [Grandvalet, 1998,
Grandvalet et Canu, 1998]. A chaque étape, on estime α avec les paramètres des
lois a priori µj fixés :

α = (XtX + M)−1 Xty, (3.23)

où M = diag(µj). Les µj sont à leur tour estimés à α fixé :

µj = µ

∑p
j=1 |αj |
p|αj|

. (3.24)

L’algorithme converge vers un minimum local, cependant, les conditions générales
de convergence globale ne sont pas claires. Si des critères existent, ils dépendent des
conditions initiales.
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Les solutions du problème (3.7) peuvent être recherchées par la résolution du
système [Fu, 1998] :

∂(Xα − y)t(Xα − y)

∂αj
+ µq|αj|q−1sign(αj) = 0, j = 1, . . . , p, (3.25)

au moyen d’une méthode de Newton–Raphson. Pour 1 < q < 2, une modification est
introduite afin d’assurer la convergence, car pour q ≤ 2, µq|αj|q−1sign(αj) n’est pas
différentiable en αj = 0. Pour q = 1, il est également utilisé que limq→1+ α̂(µ, q) = αL.

Un algorithme efficace a été proposé par [Osborne et al., 2000b,
Osborne et al., 2000a]. L’idée consiste à générer une direction de descente, h,
pour le α courant, et résoudre une approximation “linéaire” :

min
h

f(α + h) sous contrainte [sign(α)σ]t(ασ + hσ) ≤ τ, (3.26)

où σ = {j|αj 3= 0}, à la place du problème initial :

min
h

f(α + h) sous contrainte [sign(α + h)]t(α + h) ≤ τ. (3.27)

La fonction cible étant quadratique et les contraintes actives linéarisées localement, la
résolution par programmation quadratique est possible (voir section A.1, page 137).

Finalement, l’algorithme lars, basé sur une version plus minutieuse de la
sélection ascendante pas à pas, peut être modifié afin d’obtenir l’estimateur lasso
[Efron et al., 2004]. Cet algorithme est plus directe que le précédant, et il semble
plus efficace sur des applications pratiques [Segal et al., 2003].

Variance de l’estimateur

L’estimateur lasso est une fonction non–linéaire en y, ce qui rend difficile l’obten-
tion d’une estimation précise de sa variance.

Une première proposition est basée sur une reformalisation des solutions du lasso
(|αL

j | = (αL
j )2/|αL

j |), qui permet une formulation de type pénalisation quadratique
[Tibshirani, 1996] :

αL = (XtX + µA−)−1 Xty (3.28)

où A = diag(|αL
j |), et A− indique la pseudo–inverse.

La matrice de covariance peut alors être approchée par :

Var(αL) =
(
XtX + µA−)−1

XtX
(
XtX + µA−)−1

σ̂2, (3.29)

où σ̂2 est une estimation de la variance de l’erreur. Cette approximation im-
plique que la variance des coefficients estimés nuls est 0. Une deuxième approxi-
mation, rendant des variances positives pour toutes les estimations est proposée par
[Osborne et al., 2000b] :

Var(αL) =

(
XtX +

XtrrtX

‖αL‖1‖Xtr‖∞

)−1

XtX

(
XtX +

XtrrtX

‖αL‖1‖Xtr‖∞

)−1

σ̂2, (3.30)
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où r = XαL − y. Cette estimation suppose que les estimateurs sont approximative-
ment des transformations linéaires, ce qui n’est pas le cas. Une approche alternative
consiste à appliquer une méthode bootstrap [Knight et Fu, 2000].

Nombre effectif de paramètres

La régression pénalisation quadratique s’écrit

f̂ = Hµy = XαRR = X(XtX + µI)−1Xty, (3.31)

ce qui permet de calculer simplement le nombre degrés de liberté comme la trace de
la matrice chapeau, ddl = tr [Hµ].

La reformalisation des solutions du lasso (3.28) permet l’estimation de ddl suivante
[Tibshirani, 1996] :

ddl(µ) = tr
[
X (XtX + µA−)−1 Xt

]
. (3.32)

Pour des problèmes basés sur un coût différent, tel que la log–vraisemblance (par
exemple, le modèle logistique) ou log–vraisemblance partielle (par exemple, le modèle
de Cox), l’estimation du nombre de degrés de liberté incorpore la matrice de
pondérations, W, obtenue à la dernière itération de l’algorithme IRLS :

ddl(µ) = tr
[
X (XtWX + µA−)−1 XtW

]
. (3.33)

Dans ces estimations, la pénalisation sur les variables jugées non pertinentes n’est
pas prise en compte. Une modification est proposée [Fu, 1998]2 :

ddl(µ) = tr
[
X (XtX + µA−)−1 Xt

]
− p0, (3.34)

où p0 est le nombre de coefficients estimés nuls.

Paramètre de régularisation

Les résultats obtenus par [Huang, 2003, Rosset et Zhu, 2003] témoignent de l’im-
portance de bien choisir le paramètre de régularisation. En effet, l’estimateur moindres
carrés peut toujours être amélioré, en termes de l’erreur quadratique de prédiction,
en lui appliquant une proportion adéquate de rétrécissement de type lasso.

Il a été démontré que la trajectoire des solutions optimales du lasso (3.19), comme
fonction de µ, est linéaire par morceaux : il existe ∞ > µ0 > µ1 > . . . > µm = 0 tels
que ∀µ, µk ≥ µ ≥ µk+1, il est vérifié

αL(µ) = αL(µk) − (µ − µk)γk, (3.35)

où γk est la direction de la k–ième itération de l’algorithme lars pour le lasso
[Efron et al., 2004, Rosset et Zhu, 2004]. Ce résultat est généralisable aux fonctions

2Par uniformité des notations, une ré–paramétrisation de la définition de [Fu, 1998], qui intègre
les constantes dans le paramètre de régularisation, a été appliquée.
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de coût convexes, deux fois différentiables presque partout, tel que le coût de Huber
ou des critères basés sur la marge (hinge loss).

Une conséquence de ce résultat est que le lasso peut être résolu de façon efficace
pour toutes les valeurs de µ ∈ [0,∞), en utilisant un algorithme incrémental. En-
suite l’hyper–paramètre optimal peut être estimé par une méthode de sélection de la
complexité.

Les méthodes CV et GCV :

GCV(µ) =
(y − Xα)t (y − Xα)

n (1 − ddl(µ)/n)2 , (3.36)

dans le cas où les entrées sont aléatoires, ainsi qu’un estimateur analytique non–biaisé
du risque, dans le cas où les entrées sont fixes, sont proposées par [Tibshirani, 1996]
pour estimer l’hyper–paramètre. Les résultats des expériences montrent que la GCV
est la méthode la plus performante.

Des techniques de rééchantillonnage (bootstrap et CV) ont été également testées
expérimentalement par [Boukari et Grandvalet, 1998]. Bien que le bootstrap (.632)
soit, en général, le meilleur critère, les techniques de validation croisée ont des per-
formances du même ordre alors qu’elles demandent moins de calculs.

Finalement, une statistique de type Cp a été proposée par [Efron et al., 2004].
Des réflexions sur sa pertinence ont été apportées par [Ishwaran, 2004,
Loubes et Massart, 2004, Stine, 2004, Weisberg, 2004].

Extensions du lasso

Des extensions aux modèles linéaires généralisés [Tibshirani, 1996, Klinger, 2001]
et au modèle de Cox [Tibshirani, 1997] ont été proposées pour le lasso, ainsi que pour
la bridge regression [Fu, 2003].

Le cas à réponses multiples a été étudié par [Turlach et al., 2001]. L’objectif
ici est la recherche d’un sous–ensemble de variables explicatives commun à toutes
les variables réponse. L’implémentation du lasso a été également adaptée au cas
n < p [Osborne et al., 2000b, Osborne et al., 2000a, Efron et al., 2004], une situa-
tion commune dans des applications telles que l’analyse de biopuces en génomique
[Segal et al., 2003, Ghosh et al., 2003].

La pénalisation l1 de fonctions de coût différentes au traditionnel coût quadra-
tique, notamment des fonctions de coût robustes, tel que le coût de Huber ou l1, a
été étudiée par [Bakin, 1999, Roth, 2001, Rosset et Zhu, 2004].

3.2.2 Modèles additifs

La sélection de variables pour les modèles additifs se réduit, jusqu’à présent, à la
sélection de sous–ensembles. La sélection de sous–ensembles appliquée aux modèles
additifs exploite le fait que la régression additive généralise la régression linéaire.
Dans le contexte linéaire, comme précisé précédemment, (section 3.2.1.1, page 78),
la sélection de sous–ensembles donne lieu à des modèles simples et interprétables,
mais des problèmes combinatoires et d’instabilité sont rencontrés. L’application de



3.2. Sélection de variables : état de l’art 91

ces techniques aux modèles additifs comporte de nouveaux problèmes : ne seulement
il faut choisir les composantes à inclure dans le modèle, mais aussi leur proportion
de lissage. Par conséquent, ces méthodes sont réduites aux cas avec peu de variables
en entrée.

Concernant les procédures de sélection, celles du type pas à pas descendantes
(par exemple, [Brumback et al., 1999]) sont moins exposées aux problèmes de
sous–estimation. Toutefois, elles semblent moins adéquates pour les modèles non–
paramétriques, car elles supposent l’estimation d’un modèle complet, et donc la
sélection de la complexité, en tant que problème p–dimensionnel. En revanche, les
procédures de type pas à pas ascendantes (par exemple, [Chambers et Hastie, 1993]),
ont à traiter avec un modèle complet, seulement dans le cas où p − 1 variables ont
été considérées pertinentes.

Des différentes stratégies, plus ou moins minutieuses, peuvent être considérées
pour les procédures de type pas à pas ascendantes. Par exemple, la complexité d’une
composante sélectionnée peut être estimée une seule fois, au moment de son inclu-
sion dans le modèle, ce qui implique un problème de sélection de la complexité uni–
dimensionnel à chaque étape d’inclusion. Une autre possibilité consiste à estimer la
complexité de chacune des composantes sélectionnées et celle de la nouvelle compo-
sante conjointement, ce qui implique un problème multi–dimensionnel à chaque étape
d’inclusion (si q < p variables ont été sélectionnées, à la prochaine étape d’inclusion,
le problème de sélection de la complexité sera dimension q+1). Les détails concernant
les différentes stratégies sont, néanmoins, rarement spécifiés dans la littérature.

Quant aux critères de sélection, les méthodes de sélection de la complexité basées
sur l’évaluation des points d’une grille (section 2.4.1, page 61 et section 2.4.2,
page 64), ainsi que celles basées sur des tests (section 2.4.4, page 73), peuvent
intégrer la sélection de variables, considérant le cas ddlj = 0. Les critères GCV ou
AIC [Hastie et Tibshirani, 1990] ou les tests proposés par [Hastie et Tibshirani, 1990,
Cantoni et Hastie, 2002, Härdle et al., 2004a] sont utilisés de cette façon.

Il est également possible d’utiliser ces critères pour la sélection de variables
et la sélection de la complexité séparément, en deux étapes différentes. Ainsi,
pour la sélection de variables, des critères tels que AIC [Chambers et Hastie, 1993,
Brumback et al., 1999], GCV, BIC [Brumback et al., 1999], ou CV (en tant qu’esti-
mateur d’ISE) [Vieu, 1994, Härdle et al., 2004b], sont utilisés comme critères d’arrêt.
Un critère différent, basé sur la comparaison des valeurs ‖fj‖∞, est proposé par
[Härdle et Korostelev, 1996].

Aussi, des tests ont été proposés spécifiquement pour la sélection de variables.
Par exemple, des tests de type χ2 pour les splines pénalisés [Wood, 2000], des tests
basés sur l’association du critère GCV et une méthode bootstrap pour les splines
[Chen, 1993], ainsi que des tests basés sur l’idée que, une valeur élevée de (l’estimation
de) E[f 2

j (Xj)], traduit une influence importante de la variable Xj , pour l’intégration
marginale [Chen et al., 1996].

Des approches bayésiennes à la sélection de variables ont été également
développées [Smith et Kohn, 1996, Shively et al., 1999].
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3.3 Modèles additifs parcimonieux

La résolution du problème (1.47) nécessite de définir au préalable p paramètres
de lissage λj, qui vont régler la complexité des fonctions fj . Ce pré–requis n’est pas
réaliste quand le nombre de variables est important.

Dans le cas des splines cubiques de lissage, le problème a été abordé par le biais
de la pénalisation adaptative [Grandvalet, 1998, Grandvalet et Canu, 1998], qui in-
corpore l’estimation des λj dans la procédure d’estimation des paramètres :

min
α0,f1,...,fp

λ1,...,λp

n∑

i=1

(

yi − α0 −
p∑

j=1

fj(xij)

)2

+
p∑

j=1

λj

∫ [
f (2)

j (t)
]2

dt, (3.37)

sous contraintes
1

p

p∑

j=1

1

λj
=

1

λ
, λj > 0, (3.38)

pour α0 scalaire et fj ∈ C2 tel que E[fj(Xj)] = 0. Seul λ doit être défini avant la
procédure d’estimation. Matriciellement, pour la base des B–splines naturelles,

min
α0,β1,...,βp

λ1,...,λp

(

y − α0 −
p∑

j=1

Njβj

)t(

y − α0 −
p∑

j=1

Njβj

)

+
p∑

j=1

λjβ
t
jΩjβj, (3.39)

sous contraintes
1

p

p∑

j=1

1

λj
=

1

λ
, λj > 0. (3.40)

Le problème (3.39)–(3.40), qui peut être motivé par une approche bayésienne
hiérarchique, est également fortement lié à la pénalisation l1. En effet, le terme de

pénalisation
√

βt
jΩjβj généralise la pénalisation du lasso

∑p
j=1 |αj| =

∑p
j=1

√
α2

j . Ce

terme résume la non–linéarité de fj , il peut être donc interprété comme un indice de
la pertinence. Les solutions de ce problème ont tendance à être parcimonieuses, en ce

sens que, pour certaines variables, β̂
t

jΩjβ̂j = 0. Cependant ce critère ne sélectionne

pas de variables, car la composante linéaire de f̂j appartient au noyau de Ωj . Ainsi,

même si β̂
t

jΩjβ̂j = 0, la j–ième variable n’est pas éliminée mais linéarisée.

3.3.1 Principe de décomposition

Les modèles additifs ajustés par des splines cubiques de lissage s’inscrivent dans
le cadre théorique des espaces hilbertiens des fonctions L2 (voir section 1.3.4.2, page
32). Cela permet d’appliquer des résultats généraux.

Soit Hj l’espace de Hilbert des fonctions mesurables centrées de variance finie,
et de produit scalaire défini par 〈f, g〉 = EXj (f(Xj) · g(Xj)). Chaque sous–espace
Hj admet une décomposition HL

j ⊕HNL
j , où L indique le sous–espace des compo-

santes linéaires et NL indique le sous–espace des composantes non linéaires. Cette
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décomposition apparâıt clairement sur la base des polynômes par morceaux pour les
splines cubiques (1.15)–(1.17), page 19.

L’idée consiste donc à considérer les parties linéaire et non linéaire séparément.
En ajoutant en (3.39)–(3.40) un terme de pénalisation agissant sur la composante
linéaire, il est possible de supprimer l’influence de certaines variables sur le modèle.
Le problème d’optimisation s’écrit :

min
α0,α1,...,αp,eβ1,...,eβp

µ1,...,µp,λ1,...,λp

∥∥∥∥∥y − α0 −
p∑

j=1

xjαj −
p∑

j=1

Njβ̃j

∥∥∥∥∥

2

2

+
p∑

j=1

µjα
2
j +

p∑

j=1

λjβ̃
t

jΩjβ̃j ,

(3.41)
sous contraintes

p∑

j=1

1

µj
=

p

µ
, µj > 0,

p∑

j=1

1

λj
=

p

λ
, λj > 0, xt

jNjβ̃j = 0, 1tNjβ̃j = 0, (3.42)

où µ et λ sont les paramètres qui règlent la complexité du modèle, et α =
(α0, α1, . . . , αp)t, β̃j sont les coefficients de la partie linéaire et non linéaire, res-

pectivement. Les contraintes xt
jNjβ̃j = 0 et 1tNjβ̃j = 0 assurent l’orthogonalité des

sous–espaces linéaires et non–linéaires.
Quand, après convergence, 1/µj = 0 et 1/λj = 0, la j–ème variable est éliminée. Si

1/µj > 0 et 1/λj = 0, la j–ème variable est linéairisée. Lorsque 1/µj = 0 et 1/λj > 0,
la j–ème variable est estimée strictement non linéaire.

La parcimonie du problème (3.41)–(3.42) découle de l’équivalence entre
pénalisation multiple adaptative et pénalisation l1 [Grandvalet et Canu, 1998] (voir
section 3.2.1.2).

Dans le cas des modèles additifs généralisés, le problème d’optimisation s’écrit :

min
α,eβ1,...,eβp

µ1,...,µp;λ1,...,λp

− l(α, β̃1, . . . , β̃p) +
p∑

j=1

µjα
2
j +

p∑

j=1

λjβ̃
t

jΩjβ̃j , (3.43)

sous les contraintes (3.42), où l indique la log–vraisemblance. Dans le cas particulier
du modèle logistique,

min
α,eβ1,...,eβp

µ1,...,µp,λ1,...,λp

−
n∑

i=1

yi log Pi + (1 − yi) log(1 − Pi) +
p∑

j=1

µjα
2
j +

p∑

j=1

λjβ̃
t

jΩjβ̃j ,

(3.44)
sous les contraintes (3.42), pour

Pi =
exp[α0 +

∑p
j=1 xijαj −

∑p
j=1 Njβ̃j ]

1 + exp[α0 +
∑p

j=1 xijαj −
∑p

j=1 Njβ̃j]
. (3.45)
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Algorithme du point fixe :

1. Fixer µ et λ et initialiser eβj , µj , λj , j = 1, . . . , p .

2. Décomposition en valeurs singulières :

(a) Décomposition en valeurs propres : Ωj = PjDjP
t
j .

(b) Remplacement des valeurs propres correspondant aux fonctions linéaires
et constantes par une valeur positive (1 par défaut).

(c) Notation : Qj = NjPjD
−1/2
j .

(d) Décomposition en valeurs singulières : Qj = UjZjV
t
j .

(e) Matrices chapeau :

Hj = [1 xj ]([1 xj ]
t[1 xj ]

t)−1[1 xj ]
t, H = [1 X]

`
[1 X]t[1 X]

´−1
[1 X]t,

(f) Matrices de lissage et de rétrécissement :

Sj = UjZj
`
Zt

jZj + λjI
´−1

Zt
jU

t
j , eSj = Sj − Hj .

3. Composantes linéaires :

(a) Estimation des coefficients :

α =
`
[1 X]t[1 X] + M

´−1
[1 X]ty, où M = diag[0, µ1, . . . , µp].

(b) Ré–estimation des termes de pénalisation : µj = µ

Pp
k=1 |αk|
p|αj |

.

(c) Itérer 3.(a) et 3.(b) jusqu’à convergence.

4. Composantes non linéaires :

(a) Estimation des coefficients par backfitting :

i. Résidus partiels : erj = y − Hy −
P

k "=j Nj
eβj .

ii. Coefficients : Nj
eβj = eSjerj .

(b) Ré–estimation des termes de pénalisation : λj = λ

Pp
j=1

q
eβjΩj

eβj

p
q

eβjΩj
eβ

t
j

.

(c) Itérer 4.(a) et 4.(b) jusqu’à convergence.

Fig. 3.3 – Algorithme de résolution du problème de minimisation quadratique sous
contraintes.

3.3.2 Estimation

Nous présentons tout d’abord la procédure d’estimation pour le problème de type
gaussien (3.41)–(3.42). Celui–ci consiste à englober l’algorithme de backfitting dans
un algorithme de point fixe.
Ensuite, nous présentons l’algorithme d’estimation pour le modèle additif logistique
(3.44)–(3.42). Celui–ci englobe l’algorithme pour le problème gaussien dans un algo-
rithme IRLS.

3.3.2.1 Modèles additifs

Application du principe de décomposition

La matrice de lissage des splines cubiques, Sj = Nj(N
t
jNj + λjΩj)

−1Nt
j, a deux

valeurs propres égales à 1, correspondant aux fonctions propres constante et linéaire,
et n − 2 valeurs propres dans l’intervalle ]0, 1[, correspondant aux fonctions d’ordre
supérieur (voir section 1.2.3.2, page 21). Aussi, Sj est symétrique, ce qui permet

la décomposition suivante Sj = Hj + S̃j [Hastie et Tibshirani, 1990], où Hj est la
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matrice de projection sur l’espace des fonctions propres constante et linéaires (la
matrice chapeau correspondant à la régression moindres carrés sur [1,xj ]), et S̃j est
la matrice de rétrécissement, correspondant à l’espace des fonctions propres d’ordre
supérieur.

L’intégration de cette décomposition de la matrice dans l’algorithme backfitting,
permet de différencier deux étapes : 1. estimation de la partie projection, g = H(y−∑

f̃j), où H est la matrice chapeau correspondant à la régression par moindres carrés

sur [1,x1, . . . ,xp], et 2. estimation de la partie rétrécissement f̃j = S̃j(y−g−
∑

k &=j f̃k).

L’estimation de la fonction globale est donnée par f̂ = g +
∑

f̃j (voir section 1.3.5.1,
page 38).

D’autre part, on peut observer que les composantes linéaires et non linéaires
se trouvent effectivement dans des espaces orthogonaux : Hf̃j = 0 and S̃jg = 0
[Avalos et al., 2003]. Les étapes 3. et 4. sont ainsi complètement indépendantes, ce
qui implique, en particulier, que lorsque plusieurs valeurs de µ (mµ valeurs) et λ (mλ

valeurs) sont évaluées, la taille de la grille n’est pas quadratique (mµ × mλ) mais
linéaire (mµ + mλ) .

Décomposition en valeurs singulières

Considérons la décomposition en valeurs propres de Ωj : Ωj = PjDjPt
j, où Dj est

une matrice diagonale constituée des valeurs propres de la matrice de pénalisation,
et Pj est une matrice orthonormale (Pt

jPj = PjPt
j = In+2) dont les colonnes sont les

vecteur propres correspondants.

Définissons la matrice Qj = NjPjD
−1/2
j , de dimension n × n + 2. Soit Qj =

UjZjVt
j sa décomposition en valeurs singulières, où Zj est une matrice diagonale de

la même dimension que Qj et avec des éléments non négatifs sur la diagonale, ζij , en
ordre décroissant ; Uj et Vj sont des matrices orthonormales (Ut

jUj = UjUt
j = In,

Vt
jVj = VjVt

j = In+2).

Alors la matrice de lissage pour la j–ème composante additive s’écrit
[Avalos et al., 2004c] :

Sj = UjZj(Zt
jZj + λjI)−1Zt

jU
t
j . (3.46)

Cette décomposition suppose que Ωj est de rang plein, ce qui n’est pas le cas,
puisque la dérivée seconde des fonctions linéaires et constante est la fonction nulle.
Cependant, si on ajoute une pénalisation sur la partie linéaire, alors Ωj devient de
rang plein. Ceci n’a pas d’effet sur l’estimation des coefficients car les parties linéaires
et non linéaires sont traitées de façon indépendante.

On veut donc Ω′
j de rang plein, tel que S′

j = Nj(Nt
jNj + λjΩ

′
j)

−1Nt
j a les mêmes

valeurs propres et vecteurs propres que Sj sauf sur l’espace [1,xj], correspondant aux
fonctions propres constante et linéaire. Prenant en compte que xj est centrée réduite,
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la matrice de pénalisation recherchée est, dans ce cas,

Ω′
j = Ωj + Nt

j

xj

‖xj‖2

xt
j

‖xj‖2
Nj + Nt

j

1

‖1‖2

1t

‖1‖2
Nj

= Ωj +
1

n
Nt

jxjx
t
jNj +

1

n
Nt

j11tNj.

(3.47)

Composantes linéaires

L’estimation de composantes linéaires comporte l’estimation des fonctions
linéaires et constante. Afin d’incorporer l’estimation de cette dernière, la matrice
des données précédée d’une colonne de uns, [1 X], est utilisée (étape 3.(a)). Cepen-
dant, α0 n’étant pas pénalisé, le premier élément de la matrice diagonale M est 0
(étape 3.(b)).

L’algorithme de point fixe (figure 3.3) résout le problème d’estima-
tion des paramètres de pénalisation des composantes linéaires (étape 3.(b))
[Grandvalet et Canu, 1998].

Le critère d’arrêt (étape 3.(c)) porte sur la convergence des coefficients α, le
maximum des variations absolues et relatives entre deux itérations,

max
j=1,...,p

(
|α[k]

j − α[k−1]
j |

1 + |α[k]
j |

)

, (3.48)

où k indique l’itération, devant être inférieur à 10−6.

Composantes non linéaires

L’algorithme backfitting est utilisé pour ajuster les composantes non linéaires
(étape 4.(a)). Le calcul explicite des coefficients β̃j (étape 4.(a)ii.) n’est pas nécessaire

pour l’estimation de β̃
t

jΩjβ̃j (étape 4.(b)). Ce dernier peut être calculé directement

comme γ̃t
jγ̃j = r̃t

jUjZj(Zt
jZj + λjI)−2Zt

jU
t
j r̃j , où γ̃j = Ω1/2

j β̃j et r̃j sont les résidus
partiels non linéaires.

L’algorithme de point fixe (figure 3.3) résout, également, le problème d’esti-
mation des paramètres de pénalisation des composantes non linéaires (étape 4(b))
[Grandvalet et Canu, 1998].

La décomposition en valeurs singulières (étapes 2(a)–2(d)) permet de simplifier
les calculs, en évitant, en particulier, l’inversion de matrices. Aussi, la plupart des
calculs demandés par la décomposition en valeurs singulières ne dépendent pas de λ.
Les méthodes de sélection de la complexité basées sur l’évaluation sur un grille de
valeurs µ et λ y trouvent aussi avantage.

Le critère d’arrêt (étape 4.(c)) porte sur la convergence des coefficients γ̃j (ou de

façon équivalente sur des coefficients β̃j), le maximum des normes quadratiques des
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Algorithme IRLS :

1. Fixer µ et λ et initialiser α0, αj , eβj , µj , λj ,

fj = xjαj + efj , efj = Nj
eβj , fij = xijαj + efj(xij) , j = 1, . . . , p , i = 1, . . . , n.

2. Calculer :

(a) P = (P1, . . . , Pn)t, où Pi =
exp(α0 +

Pp
j=1 fij)

1 + exp(α0 +
Pp

j=1 fij)
.

(b) W = diag [P1(1 − P1), . . . , Pn(1 − Pn)].

(c) z = α0 +
Pp

j=1 fj + W−1(y − P).

3. Optimiser

min
α,eβ1,...,eβp

˛̨
˛̨
˛̨

˛̨
˛̨
˛̨W

1/2`
z− [1 X]α−

pX

j=1

Nj
eβj

´
˛̨
˛̨
˛̨

˛̨
˛̨
˛̨

2

2

+
pX

j=1

µjα2
j +

pX

j=1

λj

“
eβj

”t
Ωj

“
eβj

”

sous contraintes
pX

j=1

1

µj
=

p

µ
, µj > 0,

pX

j=1

1

λj
=

p

λ
, λj > 0, xt

jNj
eβj = 0, 1tNj

eβj = 0.

4. Itérer 2. et 3. jusqu’à convergence.

Fig. 3.4 – Algorithme d’estimation du modèle logistique additif parcimonieux.

variations absolues et relatives entre deux itérations,

max
j=1,...,p

(
‖γ̃ [k]

j − γ̃
[k−1]
j ‖2

2

1 + ‖γ̃ [k]
j ‖2

2

)

, (3.49)

devant être inférieur à 10−6.

3.3.2.2 Modèles additifs généralisés : logistique

La procédure IRLS (figure 3.4) résout le problème de minimisation quadratique
pondéré (3.44) sous contraintes (3.42) [Avalos et al., 2004a, Avalos et al., 2004b].
L’étape 3, détaillée sur la figure (3.5), est résolue par la version pondérée de l’al-
gorithme décrit pour les modèles additifs dans la section précédente. Cependant, le
problème de minimisation quadratique de l’algorithme itératif IRLS présente de nou-
velles difficultés : les estimations des coefficients linéaires et non linéaires ne sont
plus indépendantes car elles interagissent par le biais de la matrice de pondérations
W. D’une part, la quantité de calculs s’en trouve augmentée. D’autre part, la
décomposition en valeurs singulières est moins intéressante car elle doit être recalculée
à chaque itération de l’algorithme IRLS.

Le critère d’arrêt (étape 4. de la figure 3.4) porte sur la convergence des coefficients
α et βj, le maximum des variations absolues et relatives entre deux itérations (pour
chacun des coefficients), devant être inférieur à 10−6.

3.3.2.3 Amélioration de l’algorithme

Un algorithme efficace pour trouver les solutions du lasso a été proposé par
[Osborne et al., 2000b] et, plus récemment par [Efron et al., 2004] (voir section
3.2.1.2). Ceux–ci pourraient être appliqués à l’estimation des composantes linéaires
(étapes 3.(a)–3.(c) dans la figure (3.3), et 2.(a)–2.(c) dans la figure (3.5)). Il serait
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Algorithme du point fixe :

1. Matrices de lissage :

Hj = [1 xj ]([1 xj ]
tW[1 xj ]

t)−1[1 xj ]
tW, H = [1 X]

`
[1 X]tW[1 X]

´−1
[1 X]tW,

Sj = Nj(N
t
jWNt

j + λjΩj)
−1Nt

jW, eSj = Sj − Hj .

2. Composantes linéaires :

(a) Estimation des coefficients :

α =
`
[1 X]tW[1 X] + M

´−1
[1 X]tWz, où M = diag[0, µ1, . . . , µp].

(b) Ré–estimation des termes de pénalisation : µj = µ

Pp
k=1 |αk|
p|αj |

, j = 1, . . . , p.

(c) Itérer 2.(a) et 2.(b) jusqu’à convergence.

3. Composantes non linéaires :

(a) Estimation des coefficients par backfitting :

i. Résidus partiels : erj = y − Hy −
P

k "=j Nj
eβj .

ii. Coefficients : Nj
eβj = eSjerj .

(b) Ré–estimation des termes de pénalisation : λj = λ

Pp
j=1

q
eβjΩj

eβj

p
q

eβjΩj
eβ

t
j

.

(c) Itérer 3.(a) et 3.(b) jusqu’à convergence.

4. Itérer 2. et 3. jusqu’à convergence.

Fig. 3.5 – Algorithme de résolution du problème de minimisation quadratique
pondéré sous contraintes.

plus intéressant l’adaptation de ces algorithmes à l’estimation des composantes non
linéaires (étapes 4.(a)–4.(c) dans la figure (3.3), et 3.(a)–3.(c) dans la figure (3.5)),
car c’est cette étape de l’algorithme qui demande la plupart des calculs.

Les systèmes à résoudre dans la partie non linéaire peuvent également être sim-
plifiés par l’utilisation des P–splines à la place des splines de lissage (voir section
1.2.3.2, page 21). Dans ce cas, si le nombre de nœuds n’est pas trop élevé, les systèmes
peuvent être résolus directement (voir section 1.3.5.4, page 43).

Aussi, des décompositions QR et de Choleski combinées avec les décompositions
en valeurs singulières permettrait des actualisations plus rapides [Wood, 2000,
Kim et Gu, 2004].

3.3.3 D’autres méthodes de régularisation pour les modèles
additifs

Des méthodes de régularisation basées sur la pénalisation l1 ont été proposées
préalablement pour les modèles additifs. L’objectif principal de ces approches est
de choisir un nombre réduit de fonctions de la base de représentation, susceptibles
de rendre compte de la partie la plus significative des données. Cependant, ces
stratégies n’encouragent pas nécessairement la sélection de variables.

Plasm

Une généralisation du lasso a été proposée par [Bakin, 1999] : plasm (probing least
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absolute squares modelling). La sélection est ici réalisée par groupes de coefficients,
plutôt que de façon individuelle, et la matrice des données est remplacée la matrice
d’une base de fonctions évaluées sur les points observés.

Pour le cas additif (centré) cela s’écrit :

min
β

(y − Aβ)t (y −Aβ) sous contrainte
p∑

j=1

√
βt

jβj ≤ τ, (3.50)

où τ est prédéfini, βj = (β1j , . . . , βdjj)t est un vecteur de dimension dj , j = 1, . . . , p,
β = (βt

1, . . . , β
t
p)

t est un vecteur de dimension
∑p

j=1 dj, A est une matrice par blocs
Aj de dimension n × dj, dont les éléments sont déterminés par l’évaluation d’une
base Bj sur les xij . Ainsi, f1(x1) + . . . + fp(xp) = Aβ = A1β1 + . . . + Apβp et

fj(xj) = Ajβj =
∑dj

k=1 Bjk(xij)βjk.
L’idée consiste donc à choisir le modèle en termes de groupes de coefficients

{βjk, k = 1, . . . , dj}p
j=1. Quand chaque groupe de coefficients est constitué par un

seul élément, dj = 1, j = 1, . . . , p, on retrouve le lasso. Si un seul groupe de coeffi-
cients est considéré, p = 1, on retrouve la pénalisation quadratique.

Un algorithme du type programmation quadratique successive (voir section A.1,
page 137) est utilisé pour résoudre le problème d’optimisation, en termes du Lagran-
gien.

Une modification de plasm permet l’estimation du problème plus général, qui
englobe les splines cubiques de lissage :

min
β

(y −Aβ)t (y −Aβ) sous contrainte
p∑

j=1

√
βt

jΩjβj ≤ τ, (3.51)

où Ωj sont des matrices de pénalisation symétriques, (semi–)définies positives.
On retrouve alors, sous la formulation de problème d’optimisation sous

contraintes, le même problème de pénalisation au sens de la norme l1 appliquée, par
[Grandvalet et Canu, 1998], à la régression additive ajustée des splines cubiques de
lissage. Cependant, comme précisé précédemment, les variables sélectionnées ne sont
pas éliminées, elles sont linéarisées.

Likelihood basis pursuit

En exploitant le fait que les splines cubiques de lissage constituent un espace de
Hilbert à noyau auto–reproduisant (RKHS), dotés de la norme ‖f‖2

2 =
∫

[f (2)(t)]2dt,
[Zhang et al., 2003] utilisent représentation des splines en termes de bases de noyaux.
Avec cette formulation, il est possible de pénaliser les composantes linéaires et
non linéaires séparément, au sens de la norme l1, avec le coût basé sur la log–
vraisemblance. Le nom de cette méthode s’inspire des méthodes de pénalisation l1
pour les ondelettes [Chen et al., 1995b].

Après ré–paramétrisation des contraintes, afin de les linéariser, le problème est
résolu par programmation non linéaire.
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Les fonctions fj sont donc estimées par un sous–ensemble réduit d’éléments de
la base de noyaux, cependant la sélection de variables n’est pas forcément encouragée.

Cosso

Une approche similaire, pour des splines de lissage plus générales, qui consti-
tuent également un RKHS, mais dotés cette fois–ci de la norme ‖f‖2 = [

∫
f(t)dt]2 +

[
∫

f (1)(t)dt]2 +
∫

[f (2)(t)]2dt, est connue sous le nom de cosso (component selection
and smoothing operator) [Lin et Zhang, 2003]. Dans ce cas, un seul terme pénalise
les composantes linéaires et non linéaires de façon simultanée.

La stratégie adoptée pour résoudre le problème, sous la forme d’optimisation sous
contraintes, consiste à itérer deux étapes. La première considère les paramètres de
la complexité fixes, et estime les coefficients par résolution des splines. La deuxième
considère les coefficients fixes, et une formulation de type non–negative garrote permet
d’estimer les paramètres de la complexité. Les auteurs signalent que cette procédure
est néanmoins lente à converger.

Comme dans le cas précédant, les fonctions fj sont ajustées par peu de termes
mais ceci n’encourage pas la sélection de variables.

3.4 Sélection des paramètres de la complexité

La sélection d’un modèle de complexité adaptée est une étape clé pour les modèles
d’apprentissage statistique. Nous avons pu constater au cour du chapitre 2 que cette
étape est difficile à mettre en œuvre pour les modèles additifs. En effet, comme ces
modèles sont composés d’autant de fonctions que de variables, l’espace de recherche
de la complexité est de dimension p. Notre modèle ne présente quant à lui que deux
paramètres de réglage de la complexité, ce qui facilite considérablement sa mise en
œuvre dès que le nombre de variables est supérieur à deux. Cette simplification est la
conséquence des contraintes sur µj et λj (3.42), qui permettent à chacune d’explorer
un espace de dimension p − 1 dans la procédure d’estimation des paramètres. Il ne
reste plus qu’à fixer les valeurs de µ et λ par estimation de l’erreur de généralisation.

3.4.1 Estimation du nombre effectif de paramètres

Dans les section (3.3.1)–(3.3.2), nous avons constaté que les composantes linéaires
et non linéaires sont estimées de façon indépendante. L’estimation du modèle addi-
tif pénalisé admet alors l’expression suivante, linéaire vis à vis des observations et
additive par rapport aux composantes constante, linéaires et non linéaires :

ŷ =
(
HC + HLI

µ + SNL
λ

)
y. (3.52)

La matrice “chapeau” correspondante à la composante constante, HC, est la
matrice n × n telle que tous les éléments sont égaux à 1/n :

HC = 1
n1n×n. (3.53)
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La complexité résultante des paramètres non pénalisés est mesurée comme le nombre
de paramètres. La participation de la constante α0 aux degrés de liberté est, donc,
simplement 1.

La déduction des matrices “chapeau” correspondantes aux composantes linéaires,

HLI
µ = X̄

(
X̄tX̄ + M̄

)−1
X̄t, (3.54)

et des matrices de “rétrécissement” correspondantes aux composantes non linéaires,

SNL
λ ≈

p∑

j=1

S̃j, (3.55)

dans les sections suivantes permettra de définir le nombre effectif de paramètres as-
socié aux composantes linéaires, ddlLI(µ), et aux composantes non linéaires, ddlNL(λ),
respectivement.

Le nombre effectif de paramètres total est alors obtenu comme l’addition du
nombre effectif de paramètres associé à la constante, aux composantes linéaires et
aux composantes non linéaires :

ddl(µ, λ) = ddlLI(µ) + ddlNL(λ) + 1. (3.56)

Cette addition est justifiée par l’orthogonalité des composantes non linéaires, linéaires
et constante, qui est assurée par les contraintes d’orthogonalité : xt

jNjβ̃j = 0 et

1tNjβ̃j = 0 (3.42).

3.4.1.1 Nombre effectif de paramètres associé aux composantes linéaires

Considérons le problème linéaire sans la constante (qui est traitée séparément).
Des estimations du nombre de degrés de liberté pour l’estimateur lasso ont été pro-
posées (voir section 3.2.1.2, page 85). Une première estimation basée sur une reforma-
lisation des solutions du lasso, est proposée par [Tibshirani, 1996]. Une modification
de l’estimation précédant permet de prendre en compte la pénalisation sur les va-
riables jugées non pertinentes [Fu, 1998].

Cependant, pour cette dernière estimation, quand X n’est pas orthogonale, le
nombre de degrés de liberté lié aux coefficients nuls ne cöıncide pas avec le nombre de
coefficients annulés. Nous considérons une modification de cette définition, ne prenant
en compte que les colonnes de X et A pour lesquelles les coefficients α̂j sont non nuls
(X̄ et Ā, respectivement) :

ddlLI(µ) = tr
[
X̄
(
X̄tX̄ + µĀ−)−1

X̄t
]
. (3.57)

Cette définition induit une prédiction plus conservatrice. En effet, on peut montrer
que l’expression (3.57) est plus grande que celle de Fu (3.34) (voir section A.3, page
143). Elle est également plus avantageuse numériquement, car la dimension des ma-
trices en (3.34) est plus élevée.
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En abordant le problème sous la forme de la pénalisation adaptative, nous pro-
posons l’estimation suivante :

ddlLI(µ) = tr
[
HLI

µ

]
= tr

[
X̄
(
X̄tX̄ + M̄

)−1
X̄t
]
, (3.58)

où M̄ comprend les colonnes de M = diag(µj) pour lesquelles les coefficients α̂j sont
non nuls, et HLI

µ est la matrice chapeau introduite à (3.52).
Ces estimations souffrent quelques imprécisions. D’une part, les définitions (3.34)

et (3.57) supposent la linéarité du modèle, ce qui implique que la matrice A de (3.34)
ou la matrice Ā de (3.57) sont supposées ne pas être affectées par les observations
yi. Cette hypothèse simplificatrice n’étant pas respectée, ces définitions ne proposent
qu’une borne inférieure du nombre effectif de paramètres. Notre définition (3.58) étant
la plus conservatrice, elle est la plus proche de la réalité.

D’autre part, le coût de l’estimation des coefficients αj , dans les définitions
(3.34) et (3.57) et de l’estimation des termes de pénalisation µj , dans la définition
(3.58), n’est pas pris en compte : le nombre de degrés de liberté est calculé comme
si les estimations étaient connues a priori, ce qui introduit du biais dans l’esti-
mation du nombre effectif de paramètres associé aux composantes linéaires. Ce
problème est souvent rencontré dans le contexte de la sélection de modèles : le modèle
sélectionné est supposé être connu a priori et donc l’effet de la sélection est négligé
[Tibshirani et Knight, 1997, Ye, 1998].

Pour les problèmes de type non gaussien, basés sur la maximisation de la log–
vraisemblance, l’estimation du nombre de degrés de liberté incorpore la matrice de
pondérations, W, obtenue à la dernière itération de l’algorithme IRLS :

ddlLI(µ) = tr
[
HLI

µ

]
= tr

[
X̄
(
X̄tWX̄ + M̄

)−1
X̄tW

]
. (3.59)

Il faut signaler que l’hypothèse de linéarité vis à vis du vecteur d’observations est ici
transgressée par la matrice des termes de pénalisation individuels, M̄, ainsi que par
la matrice des pondérations, W.

3.4.1.2 Nombre effectif de paramètres associé aux composantes non
linéaires

Par analogie au modèle linéaire, le nombre de degrés de liberté est défini, pour les
modèles additifs comme la trace de la matrice R, indépendante des observations, qui
génère la prédiction, f̂ = Ry, où f̂ = f̂1 + . . .+ f̂p (voir sections 2.2.2, page 56 et 2.2.3,
page 57). Cette matrice correspond à la dernière itération de l’algorithme backfitting
et le calcul de sa trace peut s’avérer difficile. L’approximation de la trace de la matrice
R par la somme des traces des matrices de lissage individuelles Sj (2.12)–(2.14) est
donc adoptée.

Afin de ne pas tenir compte des valeurs propres correspondantes aux fonctions
constante et linéaires, l’estimation est effectuée sur les matrices de rétrécissement. Le
nombre effectif de paramètres associé aux composantes non linéaires est ainsi estimé
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par :

ddlNL(λ) = tr
[
SNL

λ

]
≈ tr

[
p∑

j=1

S̃j

]

=
p∑

j=1

tr[S̃j ] =
p∑

j=1

tr [Sj − Hj], (3.60)

où S̃j sont les matrices de rétrécissement et Hj sont les matrices chapeau (figures
(3.3) et (3.5)), dont la trace est simplement 2 : la somme des valeurs propres égales à
1 correspondantes aux fonctions linéaire et constante. La matrice SNL

λ est la matrice
de rétrécissement correspondante aux composantes non linéaires introduite à (3.52).

Pour les problèmes de type non gaussien, l’estimation de ddlNL(λ) est basée sur
l’approximation par les matrices de rétrécissement obtenues à la dernière itération de
l’algorithme IRLS.

La décomposition en valeurs singulières de la matrice de lissage (3.46) nous permet
de simplifier le calcul de ddlNL(λ) :

ddlNL(λ) =
p∑

j=1

[tr(Sj) − 2] =
p∑

j=1

[
tr
(
Zt

jZj(Z
t
jZj + λjI)

−1
)
− 2
]

=
p∑

j=1

[
n∑

i=1

ζ2
ij

λj + ζ2
ij

− 2

]

,

(3.61)

où ζij sont les éléments de la matrice diagonale Zj .
Comme dans le cas linéaire, le coût de l’estimation des termes de pénalisation

individuels λj n’est pas intégré dans l’estimation du nombre effectif de pa-
ramètres associé aux composantes non linéaires, introduisant ainsi un biais
[Tibshirani et Knight, 1997, Ye, 1998].

3.4.1.3 Estimation des écart–types et des intervalles de confiance

De façon analogue aux modèles additifs, des intervalles de confiance ponctuelles
basées sur des approximations sont déduits pour les modèles additifs parcimonieux.
En utilisant que les composantes linéaires et non linéaires sont orthogonales et sup-
posant µ et λ fixés, une estimation de la covariance des estimations est la suivante :

Cov(f̂j) ≈
(
xj

[(
X̄tX̄ + M̄

)−1
X̄tX̄

(
X̄tX̄ + M̄

)−1
]

jj
xt

j + S̃jS̃
t
j

)
σ2, (3.62)

j = 1, . . . , p, pour 1/µj > 0 et 1/λj > 0. Un estimateur non biaisé de la variance de
l’erreur est également donné par :

σ̂2 =

∥∥y −
(
HC + HLI

µ + SNL
λ

)
y
∥∥2

2

n − ddl(µ, λ)
, (3.63)

où ddl(µ, λ) est défini à (3.56) et HC, HLI
µ et SNL

λ sont définies à (3.53), (3.54) et
(3.55), respectivement.
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Les écart–types ponctuelles s’écrivent alors :

seij = σ̂

√(
xj

[(
X̄tX̄ + M̄

)−1
X̄tX̄

(
X̄tX̄ + M̄

)−1
]

jj
xt

j + S̃jS̃t
j

)

ii

(3.64)

i = 1, . . . , n. Supposant que les erreurs sont Gaussiennes et le biais négligeable, les
écart–types peuvent être utilisés pour obtenir des intervalles de confiance ponctuelles :
f̂j(xij) ± zα/2seij , où zα/2 est le α/2–ème centile de la distribution normale.

Néanmoins, dans le chapitre 2 (sections 2.2.2.1 et 2.2.3.1) nous avons noté que ce
type d’approximations peut entrâıner des sous–estimations de la variance des f̂j. La
déduction d’intervalles de confiance de type bootstrap est donc souhaitable.

3.4.2 Adaptation des méthodes de sélection

Parmi les méthodes de sélection de la complexité introduites à la section 2.4,
les méthodes d’évaluation sur une grille de type réechantillonage sont applicables
directement à notre problème. Cependant, ces méthodes requièrent, en général, un
nombre considérable de calculs. En revanche, l’expression de la validation croisée
leave–one–out en fonction de la matrice de lissage (2.31) demande une quantité de
calculs comparable à celle des méthodes analytiques. Nous pouvons approcher la
validation croisée au moyen des matrices “chapeau” (3.52), introduites dans la section
précédente :

CV(µ, λ) =
1

n

n∑

i=1

(
α̂0 +

∑p
j=1 xijα̂j +

∑p
j=1 f̃j(xij) − yi

1 −
(
HC + HLI

µ + SNL
λ

)
ii

)2

. (3.65)

La définition du nombre de degrés de liberté (3.56), nous permet également l’adap-
tation des critères analytiques (section 2.4.2) à la sélection des deux paramètres de
réglage de la complexité des modèles additifs parcimonieux. La validation croisée
généralisée, le critère d’information d’Akaike, ainsi que sa version corrigée, et le critère
d’information bayésien, s’écrivent :

GCV(µ, λ) =

∣∣∣
∣∣∣̂fµ,λ − y

∣∣∣
∣∣∣
2

2

n(1 − ddl(µ, λ)/n)2
, (3.66)

AIC(µ, λ) =
1

n

∣∣∣
∣∣∣̂fµ,λ − y

∣∣∣
∣∣∣
2

2
+

2ddl(µ, λ)σ2

n
, (3.67)

AICc(µ, λ) =
1

n

∣∣∣
∣∣∣̂fµ,λ − y

∣∣∣
∣∣∣
2

2
+

2nddl(µ, λ)

n − ddl(µ, λ) − 1
σ2, (3.68)

BIC(µ, λ) =
1

n

∣∣∣
∣∣∣̂fµ,λ − y

∣∣∣
∣∣∣
2

2
+

log(n)ddl(µ, λ)σ2

n
, (3.69)

où f̂µ,λ = α̂0 +
∑p

j=1 xjα̂j +
∑p

j=1 f̃j(xj) =
(
HC + HLI

µ + SNL
λ

)
y.
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Ces méthodes sont évaluées sur une grille de valeurs des deux paramètres de la
complexité. Pour des réponses gaussiennes, cette grille n’est pas quadratique mais
linéaire, car les composantes linéaires et non linéaires sont orthogonales.

Pour les critères AIC, AICc et BIC, la variance de l’erreur est estimée par (3.63),
pour des valeurs de µ et λ comportant une complexité élevée (afin d’obtenir une
estimation peu biaisée). Une possibilité est de fixer µ et λ aux plus petites valeurs
considérées dans la grille.

Pour les modèles additifs généralisés parcimonieux, les méthodes précédant
peuvent s’écrire en termes des réponses de travail de l’algorithme IRLS :

GCV(µ, λ) =

∣∣∣
∣∣∣W1/2

(
f̂µ,λ − z

)∣∣∣
∣∣∣
2

2

n(1 − ddl(µ, λ)/n)2
, (3.70)

AIC(µ, λ) = −2l(µ, λ) + 2ddl(µ, λ)

≈ 1

n

∣∣∣
∣∣∣W1/2

(
f̂µ,λ − z

)∣∣∣
∣∣∣
2

2
+

2ddl(µ, λ)φ

n
,

(3.71)

AICc(µ, λ) = −2l(µ, λ) +
2nddl(µ, λ)

n − ddl(µ, λ) − 1

≈ 1

n

∣∣∣
∣∣∣W1/2

(
f̂µ,λ − z

)∣∣∣
∣∣∣
2

2
+

2nddl(µ, λ)

n − ddl(µ, λ) − 1
φ,

(3.72)

BIC(µ, λ) = −2l(µ, λ) + log(n)ddl(µ, λ)

≈ 1

n

∣∣∣
∣∣∣W1/2

(
f̂µ,λ − z

)∣∣∣
∣∣∣
2

2
+

log(n)ddl(µ, λ)φ

n
,

(3.73)

où f̂µ,λ = α̂0+
∑p

j=1 xjα̂j +
∑p

j=1 f̃j(xj) est l’estimation obtenue à la dernière itération
de l’algorithme IRLS, et φ est le paramètre de dispersion.

Nous considérons les problèmes d’estimation fonctionnelle et de sélection de
la complexité séparément, afin d’assurer la convergence. Les fonctions sont donc
ajustées pour chacune des valeurs des paramètres de la complexité considérées
dans la grille. Ensuite, les valeurs (µ, λ) minimisant les critères précédant, sont
sélectionnées. L’application de méthodes d’optimisation newtoniennes pour la GCV
[Gu et Wahba, 1991, Wood, 2000, Wood, 2004] semblent pouvoir s’adapter à notre
problème. Elles pourraient présenter une alternative à l’exploration de tout l’espace :
[0,∞[+[0,∞[, dans le cas Gaussien, [0,∞[×[0,∞[, dans le cas non Gaussien.

3.5 En bref

Deux faits ont motivé notre généralisation du lasso aux modèles additifs. D’une
part, dans le cadre linéaire, plusieurs travaux ont étudié les propriétés de stabilité et la
capacité de sélectionner de variables des méthodes de pénalisation, telles que le lasso.
Leurs résultats nous permettent de mieux comprendre les raisons pour lesquelles,
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dans certaines situations, elles sont plus performantes que des méthodes classiques
telles que la sélection pas à pas.

D’autre part, dans le cadre des modèles additifs, l’application des techniques de
sélection pas à pas comporte de nouveaux problèmes : non seulement il faut choisir
les composantes à inclure dans le modèle, mais aussi leur proportion de lissage. Par
conséquent, ces méthodes sont réduites aux cas avec peu de variables en entrée.

Pour généraliser le lasso aux modèles additifs, nous observons que 1) le lasso
peut être exprimé en termes de pénalisation multiple adaptative, les deux méthodes
sont équivalentes. 2) La pénalisation multiple adaptative est une modification de
la pénalisation quadratique (ridge regression) qui attribue à chaque coefficient une
pénalisation en accord avec son importance et qui aboutisse à une sélection de va-
riables. 3) Les splines cubiques de lissage (ou des P–splines) s’écrivent comme un coût
pénalisée par un terme quadratique, elles sont une généralisation de la pénalisation
quadratique.

La généralisation du lasso passe donc par l’adaptation de la pénalisation multiple
adaptative aux splines. Cependant, quand une composante est très pénalisée cela
implique l’une des possibilités suivantes : soit elle est non pertinente soit elle est
linéaire, mais on ne peut pas discerner entre ces deux possibilités.

Afin d’identifier les variables à éliminer, les variables à effets linéaires et les va-
riables à effets non linéaires, nous considérons les sous–espaces vectoriels linéaires
et non linéaires séparément et nous les pénalisons indépendamment. Ainsi, quand la
composante non linéaire d’une fonction est très pénalisée, cela implique qu’elle n’est
pas non linéaire (donc, linéaire ou nulle) Si sa composante linéaire est également très
pénalisée, la variable est éliminée, dans le cas contraire, elle reste linéairement dans
le modèle.

Les sous–espaces linéaires et non linéaires sont orthogonaux, ce qui permet le
calcul effectif des solutions. L’espace généré par les composantes linéaires est facile
à traiter, on retrouve simplement le cas linéaire, l’espace généré par les composantes
non linéaires est simplement l’espace total moins l’espace linéaire.

Les algorithmes proposés semblent bien se comporter en pratique. Nous avons
rencontré des problèmes de stabilité numérique seulement dans les cas où les pa-
ramètres µ ou λ (particulièrment ce dernier) sont très petits. Néanmoins, ils peut
être considérablement simplifiés et améliorés afin d’accélerer les calculs.

La complexité du modèle est ainsi contrôlée par seulement deux paramètres, l’un
contrôle la complexité des parties linéaires, l’autre celle des parties non linéaires.
Les paramètres qui contrôlent les complexités individuelles de chaque composante
sont réglés automatiquement. Afin de choisir ces deux hyper–paramètres, des critères
de sélection de modèle ont été adaptés et des approximations du nombre effectif de
paramètres ont été définies.



Chapitre 4

Expériences

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la mise en œuvre des modèles additifs parcimonieux.
La première partie est dédiée à définir les bases d’un benchmark pour les modèles
additifs, ce qui nous permet, dans la deuxième partie, d’évaluer expérimentalement
la performance des méthodes développées.

La comparaison avec d’autres méthodes, notamment la sélection de variables pas
à pas, nous permettent de déduire les conditions d’application de chaque algorithme.
Lors des simulations, nous testons également les différentes techniques de sélection
de modèle présentées dans le chapitre précédent.

Finalement, nous montrons un exemple d’application des modèles additifs parci-
monieux sur deux jeux de données réelles.

4.2 Benchmark

Notre objectif est de définir les bases d’un benchmark (banc d’essais ou protocole
de référence) pour les modèles additifs. Un benchmark est défini par un générateur
de données paramétré, un plan d’expérience sur les paramètres, des simulations, et
une analyse, à la suite, des résultats.

Pour définir les bases d’un benchmark, il faut étudier, d’abord, quelles sont les
situations qui rendent difficile l’estimation, et ensuite, quels paramètres nous per-
mettent de contrôler ces situations. Pour cela, nous prenons comme repère le bench-
mark proposé par [Breiman, 1996] pour la régression linéaire, et nous étudions les
différents plans d’expérience proposés pour la régression additive.

4.2.1 Modèles linéaires

[Breiman, 1996] établit un benchmark afin de comparer différentes méthodes de
régularisation dans le cas linéaire (parmi lesquelles se trouvent la sélection de sous–
ensembles, la pénalisation quadratique et “garrot non négatif”).

107
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Le problème du contrôle de la complexité est particulièrement délicat quand la
taille de l’échantillon est du même ordre que le nombre de degrés de liberté du modèle
qui a généré les données. Dans ce cas, il n’y a pas suffisamment d’information pour
estimer de manière précise les paramètres du modèle. Le rapport n/p est alors celui
d’une situation extrême, où les méthodes peuvent se comporter mal.

Le nombre de variables significatives est également un facteur déterminant pour le
choix d’une méthode de pénalisation (section 3.2.1.1). En effet, il est bien connu que
les situations où seulement quelques coefficients sont non nuls favorisent des méthodes
telles que la sélection de sous–ensembles, tandis que les situations où la majorité des
entrées sont significatives favorisent des méthodes telles que la pénalisation quadra-
tique. La corrélation des variables explicatives influe également sur l’estimation. Elle
est une source d’instabilité à laquelle la sélection de sous–ensembles est spécialement
sensible, alors que la pénalisation quadratique est conçue pour résister à l’instabilité.

Dans l’étude de [Breiman, 1996], le comportement de chaque méthode est évalué
par la perte en prédiction PL (predictive loss), qui correspond à la différence entre
l’erreur en prédiction ((2.27) ou (2.26), page 60) commise par la méthode, pour le pa-
ramètre de complexité sélectionné, moins l’erreur en prédiction de la même méthode,
pour le paramètre de complexité optimal (celui qui minimise l’erreur en prédiction).
La perte en prédiction mesure donc la perte occasionnée par la sélection de modèle.

4.2.2 Modèles additifs

Si les modèles additifs sont à l’origine d’une littérature abondante, où les conjec-
tures et les résultats théoriques sont généralement évalués par des simulations, peu
nombreuses sont les études qui justifient leur choix du plan d’expériences. Aussi,
l’absence d’uniformité entre les différents scénarios rend les généralisations difficiles.
Les critères appliqués pour mesurer le comportement des méthodes étudiées sont
également très variés.

Certains paramètres de contrôle sont, néanmoins, souvent utilisés. Prenant comme
base les idées du benchmark de [Breiman, 1996] pour le cas linéaire, et les points
d’intérêt dans les simulations pour le cas additif, nous étudions premièrement quelles
sont les situations qui rendent difficile l’estimation des modèles additifs, et ensuite,
quels paramètres nous permettent de contrôler ces situations [Avalos et al., 2003].

4.2.2.1 Situations rendant l’estimation difficile

Concernant les variables d’entrée

L’estimation du modèle est plus difficile quand la distribution empirique des
variables d’entrée est clairsemée. En effet, quand le nombre d’observations est
faible, ou quand la densité est loin d’être uniforme (combinant des régions denses
avec les régions peu denses), l’information est localement pauvre. L’influence
du nombre d’observations est étudiée par [Gu et Wahba, 1991, Breiman, 1993,
Linton et Härdle, 1996, Opsomer et Ruppert, 1998, Kauermann et Opsomer, 2004].
L’effet de la variation de la densité des variables d’entrée est également analysée
par [Breiman, 1993, Sperlich et al., 1999].
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D’autre part, la corrélation ou, plus généralement, la concurvité entre
les variables d’entrée est source d’instabilité numérique (section 1.3.4.4).
L’influence de la corrélation entre les variables d’entrée est analysée
par [Breiman, 1993, Linton et Härdle, 1996, Opsomer et Ruppert, 1998,
Sperlich et al., 1999, Schimek, 2000, Kauermann et Opsomer, 2004], et celle de
la concurvité est étudiée par [Bakin, 1999].

Concernant les fonctions sous–jacentes

La complexité de chaque composante peut être, en partie, contrôlée au moyen des
fonctions sous–jacentes : plus la structure des vraies fonctions est “complexe”, plus
elle est difficile à estimer, et plus le nombre d’observations nécessaire à l’estimation
est élevé.

La notion de complexité d’une fonction n’a pas vraiment de sens. En revanche,
certaines fonctions sont plus faciles à estimer que d’autres (ce qui est conditionné par
la méthode d’estimation).

D’un point de vue bayésien, l’estimation consiste à mettre à jour notre connais-
sance a priori sur les fonctions. Si notre “connaissance” a priori est bonne, l’estima-
tion consiste à faire une petite mise à jour. C’est donc un problème simple. Si notre
“connaissance” a priori ne reflète pas bien la réalité, le rôle de l’estimation est plus
important et sa mise en œuvre est donc plus délicate.

Nous estimons ici des fonctions par des splines de lissage. La connaissance a priori
encodée par le terme de régularisation, qui stipule que les fonctions plus lisses (telles
que l’intégrale de la dérivée seconde au carré est petite) sont a priori plus plausibles
que les fonctions irrégulières.

La difficulté du processus d’estimation sera donc affectée par la régularité des
fonctions.

L’influence de la régularité des fonctions sous–jacentes est étudiée
par [Breiman, 1993, Linton et Härdle, 1996, Schimek, 2000], et la diver-
sité des fonctions sous–jacentes est analysée par [Gu et Wahba, 1991,
Breiman, 1993, Opsomer et Ruppert, 1998, Sperlich et al., 1999, Bakin, 1999,
Brumback et al., 1999, Kauermann et Opsomer, 2004].

Concernant la variable de sortie

La variable de sortie est générée par une fonction perturbée par un bruit additif.
Dans la procédure d’estimation, le but est de discerner le phénomène sous–jacent
du bruit. Par conséquent, plus le bruit est élevé, plus l’estimation est difficile. Afin
d’éviter la sensibilité à l’échelle des données, l’effet du bruit peut être contrôlé par le
biais du coefficient de détermination, R2.

L’effet du bruit est étudié par [Bakin, 1999, Schimek, 2000].

Concernant la complexité globale

Quand la taille de l’échantillon est élevée par rapport au nombre de degrés de
liberté du modèle qui a généré les données, le problème posé est trop facile, toute



110 Chapitre 4. Expériences

méthode “correcte” trouvera une bonne solution. A l’inverse, quand le rapport est
trop faible, le problème est insolvable. Il faut que le rapport permette de discerner
les méthodes qui se comportent bien dans les situations difficiles.

Plusieurs facteurs participent au nombre de degrés de liberté (ou com-
plexité globale) du modèle, par exemple, comme signalé précédemment, la com-
plexité individuelle de chaque composante. Un autre facteur est, comme dans le
cas linéaire, le nombre de variables d’entrée [Gu et Wahba, 1991, Breiman, 1993,
Opsomer et Ruppert, 1998, Schimek, 2000].

Un autre aspect important est la reconnaissance du processus qui a réellement
généré la réponse. Il est connu que la performance de certaines méthodes dépend
du nombre d’entrées significatives sur le nombre total de variables explicatives. L’ef-
fet de la pertinence des entrées est analysé par [Gu et Wahba, 1991, Breiman, 1993,
Bakin, 1999, Brumback et al., 1999].

4.2.2.2 Paramètres de contrôle

Corrélation, concurvité et dispersion

La corrélation des variables explicatives peut être contrôlée dans le cas gaussien
au moyen d’une matrice de corrélations. La dispersion plus ou moins importante des
données peut être contrôlée par la variance : X ∼ N (0, σ2

XΓ), où Γij = ρ|i−j|. La
matrice Γ est celle de corrélations, et σ2

XΓ correspond à la matrice de variances–
covariances. Les paramètres ρ et σ2

X contrôlent la corrélation et la dispersion, respec-
tivement.

Un possible moyen d’introduire de la concurvité de façon contrôlée est la
suivante : Xj = h(Xk) + εk, où ε ∼ N (0, σ2

k), j 3= k, j, k ∈ {1, . . . , p}, et h une
fonction régulière quelconque. Le paramètre εk contrôle le degré de concurvité.

Les fonctions sous–jacentes

La courbure des vraies fonctions peut être contrôlée par les fonctions sinus et co-
sinus. L’inclusion de fonctions linéaires, ainsi que de la combinaison de deux types de
fonctions (linéaire et trigonométrique), permettent de prendre en compte un éventail
assez large de fonctions, par rapport à leur complexité :

fj(xj) = sin 2πkjxj

fj(xj) = cos 2πkjxj

fj(xj) = ajxj

fj(xj) = ajxj + sin 2πkjxj

fj(xj) = ajxj + cos 2πkjxj .

(4.1)

Les paramètres kj nous permettent de jouer sur la courbure de chaque fonction, les
paramètres aj nous permettent de jouer sur l’influence de la variable.

Nombre d’observations, nombre de variables explicatives, nombre de va-
riables pertinentes et rapport nombre d’observations–nombre de degrés
de liberté
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Le problème du contrôle de la complexité est crucial quand la taille de l’échantillon
est du même ordre que le nombre de degrés de liberté nécessaires pour modéliser les
données. Dans le cas linéaire, cette mesure est facile à contrôler, car le nombre de
degrés de liberté est simplement la dimension des entrées. Dans le cas non linéaire,
il est plus simple d’approcher ce paramètre de contrôle par le nombre d’observations
et le nombre de variables explicatives, ainsi que par le nombre de variables pertinentes.

Niveau de bruit

Nous considérons le cas gaussien : Y =
∑p

j=1 fj + ε, ε ∼ N (0, σ2). Le paramètre
σ2 contrôle le bruit. Cependant, il convient d’utiliser le coefficient de détermination,
R2, qui dépend de la variance de l’erreur, car c’est une mesure insensible à l’échelle
des données.

4.2.2.3 Critères de comparaison

Dans le cas linéaire, [Breiman, 1996] utilise la perte en prédiction pour mesurer la
perte occasionnée par la sélection de modèle. L’application de ce critère dans le cadre
non paramétrique est compliquée. Par exemple, pour la sélection de sous–ensembles
l’estimation de la perte en prédiction implique trouver les paramètres de la complexité
optimaux pour le sous–ensemble optimal, ce qui est impraticable même pour p peu
élevé.

Nous considérons donc l’erreur en prédiction (2.26) commise par chaque méthode.
Aussi, la capacité d’éliminer les variables non pertinentes ou redondantes et de
sélectionner les variables pertinentes est analysée. Finalement, le temps de calcul
de chaque méthode est pris en compte.

4.3 Données contrôlées

4.3.1 Méthodes en comparaison

Dans les simulations suivantes nous comparons les modèles additifs parcimo-
nieux, la sélection de variables pas à pas ascendante pour les modèles additifs et
la pénalisation quadratique généralisée aux modèles additifs. La généralisation de la
pénalisation quadratique est le modèle additif avec un seul paramètre de la complexité
commun à toutes les composantes : λ = λj, j = 1, . . . , p.

Les variables significatives et les paramètres de lissage de la sélection pas à pas
sont sélectionnés par le critère GCV (section 3.2.2), évalué sur une grille de 8 valeurs à
échelle logarithmique (cas linéaire, λj = ∞, inclus), pour chaque composante additive.

Le paramètre de lissage de la pénalisation quadratique est sélectionné par le critère
GCV, évalué sur une grille de 8 valeurs. Le modèle linéaire, estimé par moindres carrés
ordinaires (λj = ∞, j = 1, . . . , p), est également inclus.

Dans le cas des modèles additifs parcimonieux, les fonctions AIC (3.67), AICc
(3.68), BIC (3.69), GCV (3.66) et CV (3.65), sont évaluées sur une grille 8 × 8 de
valeurs de (µ, λ) à échelle logarithmique. Les performances obtenues sont comparées
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Fig. 4.1 – Fonctions sous–jacentes pour chaque groupe k, k = 1, . . . , 6.

à la performance optimale (celle obtenue par une méthode de sélection choisissant
le modèle d’erreur en prédiction minimale), également calculée sur la grille 8 × 8 de
(µ, λ).

Dans tous les cas, les intervalles de recherche des paramètres de la complexité
sont définis par les mêmes valeurs extrêmes, [5 × 10−3, 5 × 102]. Pour la pénalisation
quadratique et la sélection pas à pas, la valeur λj = ∞ est ensuite ajoutée, afin de
tenir compte du cas linéaire.

Les performances obtenues par le modèle constant, estimé par la moyenne des
réponses, sont rapportées pour référence.

4.3.2 Protocole expérimental

Des données ont été générées aléatoirement avec des solutions pré-spécifiées
comme suit. Il y a au total p = 18 variables explicatives issues d’une distribution
normale standard, et 1 variable réponse. Les variables explicatives sont partitionnées
en 6 groupes de 3 variables : Xk = (Xk

1 , Xk
2 , Xk

3 ), k = 1, . . . , 6. Les variables apparte-
nant à des groupes différents sont indépendantes, les variables appartenant au même
groupes sont corrélées : Xk ∼ N (0,Λ), Λij = ρ|i−j|, où ρ est le paramètre qui contrôle
la corrélation.

La partition en groupes réduits de variables corrélées nous permet, d’une part, de
contrôler le “niveau” de corrélation d’une façon simple et d’autre part, d’identifier
facilement quelles sont les variables apportant de l’information rédondante.

Les fonctions sous–jacentes dans chaque groupe sont (figure 4.1) : f1(xk
1) = xk

1,
f2(xk

2) = cos(π
2xk

2), f3(xk
3) = 1

2x
k
3 + 1

2 sin(πxk
3), k = 1, . . . , 6. La réponse est générée

par
y =

∑6
k=1 δk[f1(xk

1) + f2(xk
2) + f3(xk

3)] + ε, (4.2)

où δk ∈ {0, 1} contrôle la pertinence du k–ème groupe et ε ∼ N (0, σ2). Le bruit est
contrôlé au moyen de R2, qui dépend de σ2.

En fonction des paramètres de contrôle, nous considérons les situations suivantes :
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Cas Corrélation N◦ de variables
pertinentes

Bruit N◦ d’observations

1 faible (ρ = 0.1) faible (d = 6) faible (R2 = 0.95) faible (n = 50)
2 faible (ρ = 0.1) faible (d = 6) faible (R2 = 0.95) modéré (n = 200)
3 faible (ρ = 0.1) faible (d = 6) modéré (R2 = 0.75) faible (n = 50)
4 faible (ρ = 0.1) faible (d = 6) modéré (R2 = 0.75) modéré (n = 200)

5 faible (ρ = 0.1) élevé (d = 15) faible (R2 = 0.95) faible (n = 50)
6 faible (ρ = 0.1) élevé (d = 15) faible (R2 = 0.95) modéré (n = 200)
7 faible (ρ = 0.1) élevé (d = 15) modéré (R2 = 0.75) faible (n = 50)
8 faible (ρ = 0.1) élevé (d = 15) modéré (R2 = 0.75) modéré (n = 200)

9 forte (ρ = 0.9) faible (d = 6) faible (R2 = 0.95) faible (n = 50)
10 forte (ρ = 0.9) faible (d = 6) faible (R2 = 0.95) modéré (n = 200)
11 forte (ρ = 0.9) faible (d = 6) modéré (R2 = 0.75) faible (n = 50)
12 forte (ρ = 0.9) faible (d = 6) modéré (R2 = 0.75) modéré (n = 200)

13 forte (ρ = 0.9) élevé (d = 15) faible (R2 = 0.95) faible (n = 50)
14 forte (ρ = 0.9) élevé (d = 15) faible (R2 = 0.95) modéré (n = 200)
15 forte (ρ = 0.9) élevé (d = 15) modéré (R2 = 0.75) faible (n = 50)
16 forte (ρ = 0.9) élevé (d = 15) modéré (R2 = 0.75) modéré (n = 200)

Tab. 4.1 – Résumé des situations analysées, en fonction des paramètres de contrôle.

– Corrélation (intra–groupe) faible (ρ = 0.1) ou forte (ρ = 0.9),
– Nombre faible (δ1 = δ2 = 1, δ3 = δ4 = δ5 = δ6 = 0) ou nombre élevé (δ1 = δ2 =

δ3 = δ4 = δ5 = 1, δ6 = 0) de variables pertinentes (d = 6 sur 18 et d = 15 sur
18, respectivement).

– Bruit faible (R2 = 0.95) ou modéré (R2 = 0.75),
– Taille des échantillons petite (n = 50) ou modérée (n = 200).
Le tableau (4.1) montre les différents cas, en fonction des paramètres de contrôle.

Pour chacune des 16 situations, 50 expériences ont été effectuées, les résultats sont
donnés en termes de la moyenne (écart–type). Nous comparons l’erreur en prédiction
commise par chaque méthode, en l’estimant sur un ensemble de test de taille 10000.
Le nombre de variables éliminées, le nombre de variables non pertinentes éliminées
et les degrés de liberté sont également rapportés.

4.3.3 Résultats

Comparaison des méthodes de pénalisation par rapport à l’erreur en
prédiction

Les estimations de l’erreur en prédiction pour la fonction constante (pour
référence), pour la pénalisation quadratique, la sélection pas à pas et le modèle additif
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Cas Constante Pénalisation
quadratique

Pas à pas Modèle additif
parcimonieux

1 3.593 (1.043) 1.028 (0.249) 0.402 (0.806) 0.630 (0.219)
2 3.305 (0.436) 0.192 (0.019) 0.141 (0.018) 0.180 (0.030)
3 3.632 (1.032) 1.911 (0.295) 1.700 (1.008) 1.523 (0.268)†

4 3.790 (0.577) 0.886 (0.072) 0.772 (0.077) 0.815 (0.064)

5 12.723 (4.221) 2.628 (0.449) 4.065 (6.541) 2.392 (0.490)†

6 12.688 (2.172) 0.463 (0.048) 0.475 (0.097) 0.642 (0.135)
7 13.248 (3.499) 4.983 (0.853) 7.139 (5.891) 4.525 (0.594)†

8 14.321 (1.927) 2.212 (0.167) 2.401 (0.407) 2.346 (0.207)†

9 4.436 (1.148) 0.971 (0.178) 0.438 (0.209) 0.484 (0.112)
10 4.268 (0.627) 0.247 (0.020) 0.202 (0.025) 0.213 (0.023)
11 5.481 (1.379) 2.412 (0.452) 2.020 (0.509) 1.682 (0.251)†

12 4.956 (0.588) 1.318 (0.072) 1.245 (0.097) 1.191 (0.070)†

13 14.718 (4.054) 2.346 (0.537) 2.376 (1.319) 1.838 (0.283)†

14 15.330 (2.294) 0.614 (0.060) 0.594 (0.120) 0.701 (0.080)
15 17.217 (4.356) 6.301 (0.976) 6.502 (2.766) 4.660 (0.545)†

16 17.637 (2.342) 3.274 (0.168) 3.473 (0.447) 3.211 (0.172)†

Tab. 4.2 – Erreur moyenne de test pour la pénalisation quadratique, la sélection pas
à pas et pour le modèle additif parcimonieux, ainsi que pour le modèle constant. La
sélection de modèle est effectuée par GCV. Les valeurs correspondent à la médiane
(écart–type) sur 50 simulations. Pour chacune des situations, la plus petite valeur de
l’erreur est marquée en gras. Le symbol † indique que la valeur est plus petite que
celle de la sélection pas à pas.

parcimonieux sont montrées sur le tableau (4.2). Pour les trois méthodes, la sélection
de modèle est effectuée par GCV. Les valeurs sont des médianes (plus robuste que la
moyenne) et des écart–types1. Pour chacune des 16 situations, la plus petite valeur
de l’erreur parmi les trois méthodes, est marquée en gras. Pour chacune des 16 situa-
tions, le symbol † indique que l’erreur en prédiction du modèle additif parcimonieux
est plus petite que celle de la sélection pas à pas.

Lorsque le nombre de variables pertinentes est faible devant le nombre total de
variables explicatives, la pénalisation quadratique est la méthode qui obtient les plus
mauvais résultats. En général, la sélection pas à pas est performante, néanmoins, en
présence de corrélation (cas 11, 12), de bruit (cas 3, 11, 12) ou quand la taille de
l’échantillon est petite (cas 3, 11), son comportement est perturbé. Finalement, de
façon complémentaire à la sélection pas à pas, le modèle additif parcimonieux obtient

1Les écart–types, se, sont calculés par se(x11, . . . , xn1) = 1
n−1

∑n

i=1(xi1 − x̄1)2, où x̄1 =
1
n

∑n

i=1 xi1.
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les meilleurs résultats quand la corrélation, le bruit ou le faible nombre d’observations
rendent difficile l’estimation du modèle.

Inversement, lorsque le nombre de variables pertinentes est important devant le
nombre total de variables explicatives, et que la corrélation est faible, la pénalisation
quadratique et le modèle additif parcimonieux partagent les meilleurs résultats.
En présence d’une corrélation élevée, le modèle additif parcimonieux est le plus
performant. Le cas 14, pour lequel le bruit est faible, est une exception pour laquelle
la sélection pas à pas obtient les meilleurs résultats.

Comparaison des méthodes de pénalisation par rapport à la stabilité

Exception faite des cas 2 et 6, l’erreur commise par la sélection pas à pas est plus
variable que l’erreur commise par les autres méthodes (l’estimation de la sélection
pas à pas est donc plus variable). Dans certains cas, notamment quand le nombre
de variables pertinentes est élevé et le nombre d’observations faible, cette variabilité
est très importante. Les bôıtes à moustaches pour la pénalisation quadratique, la
sélection pas à pas, le modèle additif parcimonieux (sélectionné par GCV) et le
modèle additif parcimonieux (minimisant l’erreur de test) sont représentées dans la
figure (4.2). Pour la sélection pas à pas des valeurs éloignées du centre sont souvent
observées.

Comparaison des critères de sélection de modèle par rapport à l’erreur en
prédiction

Les estimations de l’erreur en prédiction pour les méthodes de sélection du modèle
additif parcimonieux sont montrées sur le tableau (4.3). Les performances obtenues
par les méthodes AICc, BIC, GCV et CV (leave–one–out) sont comparées à la per-
formance optimale (celle obtenue par une méthode minimisant l’erreur moyenne de
test, EMT). Pour chacune des 16 situations, la plus petite valeur de l’erreur moyenne
de test (parmi les méthodes de sélection) est marquée en gras. Le symbol † indique
que la valeur est plus petite que celle de la sélection pas à pas.

Parmi les méthodes de sélection des paramètres de la complexité pour le modèle
additif parcimonieux, la GCV obtient les résultats les plus proches des résultats
optimaux. La perte occasionnée par la sélection de modèle est, pour la plupart des
cas, relativement faible. La méthode CV est, en général, très proche de la GCV. Les
résultats obtenus par les méthodes AICc et BIC sont proches entre eux, aussi. Nous
ne rapportons pas les résultats obtenus par AIC. Quand la taille de l’échantillon est
modérée, ceux–ci cöıncident avec ceux obtenus par AICc, en revanche, la version
corrigée améliore légèrement la performance d’AIC quand la taille de l’échantillon
est petite.

Comparaison des méthodes de pénalisation par rapport à la
sélection/élimination de variables

Le tableau (4.4) présente le nombre (moyen) de variables éliminées, le nombre
(moyen) de variables non pertinentes éliminées et le nombre de degrés de liberté pour
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Fig. 4.2 – Bôıtes à moustaches pour (de gauche à droite) la pénalisation quadratique,
la sélection pas à pas, le modèle additif parcimonieux (sélectionné par GCV) et le
modèle additif parcimonieux (minimisant l’erreur de test), pour chacun des 16 cas.

la sélection pas à pas et le modèle additif parcimonieux. Pour ce dernier, les méthodes
GCV, AICc et EMT sont considérées. Encore une fois, les résultats obtenus par CV
sont proches de ceux obtenus par GCV et les résultats obtenus par AIC et BIC sont
proches de ceux obtenus par AICc.

Dans les cas 1–4 et 9–12, il y a 12 variables réellement non pertinentes (p− d) et,
dans les cas 5–8 et 13–16, il y a 3 variables non pertinentes. Cependant, la constitution
du modèle optimal n’est pas évidente. Par exemple, en présence de corrélation, il est
convenable, en général, d’éliminer l’information redondante, mais, lorsque le bruit est
élevé, des variables corrélées peuvent apporter de l’information complémentaire.
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Cas EMT GCV CV AICc BIC

1 0.458 (0.137) 0.630 (0.219) 0.703 (0.198) 0.668 (0.214) 0.646 (0.228)
2 0.175 (0.020) 0.180 (0.030) 0.202 (0.044) 0.204 (0.023) 0.204 (0.023)
3 1.388 (0.227)† 1.523 (0.268)† 1.523 (0.268)† 1.608 (0.314)† 1.608 (0.304)†

4 0.809 (0.058) 0.815 (0.064) 0.815 (0.065) 1.084 (0.082) 1.084 (0.084)

5 1.824 (0.328)† 2.392 (0.490)† 2.394 (0.496)† 2.304 (0.460)† 2.304 (0.409)†

6 0.545 (0.073) 0.642 (0.135) 0.738 (0.175) 0.568 (0.065) 0.568 (0.065)
7 4.010 (0.510)† 4.525 (0.594)† 4.391 (0.589)† 4.400 (0.754)† 4.487 (0.810)†

8 2.298 (0.172)† 2.346 (0.207)† 2.404 (0.218) 2.836 (0.240) 2.836 (0.240)

9 0.426 (0.088)† 0.484 (0.112) 0.510 (0.119) 0.493 (0.136) 0.493 (0.135)
10 0.212 (0.023) 0.213 (0.023) 0.213 (0.023) 0.260 (0.031) 0.260 (0.031)
11 1.541 (0.200)† 1.682 (0.251)† 1.673 (0.254)† 1.819 (0.370)† 1.819 (0.404)†

12 1.175 (0.065)† 1.191 (0.070)† 1.191 (0.071)† 1.562 (0.134) 1.566 (0.135)

13 1.436 (0.196)† 1.838 (0.283)† 1.887 (0.286)† 1.817 (0.308)† 1.854 (0.319)†

14 0.650 (0.069) 0.701 (0.080) 0.712 (0.076) 0.731 (0.081) 0.731 (0.081)
15 4.459 (0.463)† 4.660 (0.545)† 4.660 (0.524)† 5.069 (0.912)† 5.122 (0.914)†

16 3.162 (0.163)† 3.211 (0.172)† 3.253 (0.168)† 3.941 (0.296) 3.941 (0.298)

Tab. 4.3 – Erreur moyenne de test des modèles additifs parcimonieux, pour les
différentes méthodes de sélection GCV, CV, AICc, et BIC, ainsi que pour le modèle
optimal, EMT. Les valeurs correspondent à la médiane (écart–type) sur 50 simu-
lations. Pour chacune des 16 situations, la valeur qui s’approche le plus à l’erreur
minimale (EMT) est marquée en gras. Le symbol † indique que la valeur est plus
petite que celle de la sélection pas à pas.

La sélection pas à pas élimine un nombre important de variables dans tous les cas
où le nombre de variables pertinentes est élevé et le nombre d’observations faible (cas
5, 7, 13 et 15). Dans ces cas, les variables non pertinentes sont identifiées correctement,
en revanche un nombre élevé de variables pertinentes sont éliminées, tant en présence
qu’en absence de corrélation ou de bruit. Dans les cas 11 et 16, le nombre de variables
éliminées est supérieur au nombre de variables réellement non pertinentes, ce qui peut
être justifié par la corrélation élevée qui caractérise ces cas.

Les modèles additifs parcimonieux sélectionnent plus fréquemment les variables
pertinentes et éliminent moins fréquemment des variables non pertinentes que la
sélection pas à pas. En général, le nombre de variables éliminées est en accord avec
le nombre de variables non pertinentes éliminées. Les plus grands écarts sont ob-
servés dans les cas 7, 13 et 15 où le nombre de variables pertinentes est élevé et le
nombre d’observations faible. Dans les deux derniers cas, ceci peut être justifié par
la corrélation entre les variables explicatives.

Parmi les techniques de sélection pour les modèles additifs parcimonieux, AICc
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Variables éliminées Non pertinentes éliminées Degrés de liberté

Cas p − d Pas GCV AICc EMT Pas GCV AICc EMT Pas GCV AICc EMT

1 12 10.3 3.9 2.8 1.4 10.2 3.8 2.8 1.4 24.2 13.2 19.0 66.0
2 12 9.3 1.9 0.0 0.6 9.3 1.9 0.0 0.6 32.9 42.8 108.3 55.8
3 12 10.3 4.6† 2.3† 4.5† 9.2 4.4† 2.2† 4.3† 21.6 11.3 20.5 19.5
4 12 9.2 1.8 0.0 1.7 9.2 1.8 0.0 1.7 30.2 29.7 115.0 31.1

5 3 8.6 2.3† 1.2† 0.3† 2.4 1.1† 0.6† 0.2† 26.7 12.6 20.2 99.9
6 3 2.4 0.2 0.0 0.0 2.4 0.2 0.0 0.0 58.5 55.2 117.4 92.2
7 3 9.8 3.1† 1.3† 2.4† 2.3 1.0† 0.4† 0.8† 24.4 12.5 23.4 16.4
8 3 2.5 0.4† 0.0 0.1† 2.4 0.4† 0.0 0.1† 48.2 39.0 119.9 51.1

9 12 11.5 6.0 5.5 4.6† 10.7 5.9 5.4 4.6† 21.7 12.4 15.8 27.2
10 12 9.4 5.4 0.0 3.9 9.4 5.4 0.0 3.9 35.7 21.9 98.0 30.1
11 12 12.4 6.4† 3.3† 7.5† 10.0 5.7† 2.9† 7.0† 19.3 10.5 20.0 9.4
12 12 9.7 4.7† 0.0 4.1† 9.4 4.7† 0.0 4.1† 31.6 18.4 106.6 20.9

13 3 9.3 4.1† 2.2† 1.4† 2.6 1.8† 1.0† 0.7† 25.5 13.0 20.1 62.3
14 3 2.7 1.0 0.0 0.3 2.6 1.0 0.0 0.3 57.5 36.5 105.0 60.7
15 3 11.1 4.6† 2.1† 4.3† 2.4 1.4† 0.6† 1.4† 21.9 11.0 21.2 13.1
16 3 5.9 1.2† 0.0 0.7† 2.4 1.0† 0.0 0.6† 40.6 29.3 108.7 34.5

Tab. 4.4 – Nombre de variables réellement non pertinentes, noté p− d, nombre total
de variables éliminées (en moyenne) et nombre de variables non pertinentes éliminées
(en moyenne) par la sélection pas à pas (notée simplement “Pas”) et pour le modèle
additif parcimonieux. Pour ce dernier, les méthodes GCV et AICc, ainsi que le modèle
optimal (EMT) sont considérés. Le symbol † rappelle quand la méthode de sélection
pour le modèle additif parcimonieux est plus performante que la sélection pas à pas,
en termes d’erreur en prédiction.

sur–estime et GCV sous–estime, en général, la complexité du modèle, par rapport à
la complexité choisie par EMT.

Dans les cas où les modèles additifs parcimonieux sont plus performants que la
sélection pas à pas (en termes de l’erreur en prédiction), le nombre de degrés de
liberté des premiers est souvent inférieur à celui de la sélection pas à pas. On peut
déduire que, même si peu de variables non pertinentes ou redondantes sont éliminées,
ces variables restent très pénalisées dans le modèle.

Les figures (4.3) et (4.4) montrent les bôıtes à moustaches sur 50 simulations
pour les termes de pénalisation individuels linéaires et non linéaires du modèle additif
parcimonieux sélectionné par GCV, pour les 18 variables d’entrée et les 16 situations.

La figure (4.3) correspond aux cas où le nombre de variables pertinentes est faible
(j = 1, . . . , 6). La figure (4.4) correspond aux cas où le nombre de variables pertinentes
est élevé (j = 1, . . . , 15). En moyenne, les valeurs de 1/µj et 1/λj correspondant aux
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0
0.1
0.2
0.3

Termes individuels de pénalisation linéaire (1/µj)

C
as

 1

0
1
2

Termes individuels de pénalisation non linéaire (1/λj)

0
0.1
0.2
0.3

C
as

 2

0
2
4
6
8

0
0.1
0.2
0.3

C
as

 3

0
0.5

1
1.5

0
0.1
0.2

C
as

 4

0
0.5

1
1.5

0
0.2
0.4
0.6

C
as

 9

0
1
2
3

0
0.1
0.2
0.3

C
as

 1
0

0
0.5

1
1.5

0
0.5

1

C
as

 1
1

0
1
2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415161718
0

0.1
0.2

C
as

 1
2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415161718
0

0.5
1

Fig. 4.3 – Bôıtes à moustaches pour les termes de pénalisation individuels linéaires
(1/µj) et non linéaires (1/λj), du modèle additif parcimonieux sélectionné par GCV,
pour les 18 variables d’entrée et les 8 cas correspondant à 6 variables pertinentes. La
ligne verticale dans chaque graphique indique la séparation entre variables pertinentes
et non pertinentes.

variables non pertinentes, (j = 7, . . . , 18, pour la figure (4.3), et j = 16, . . . , 18, pour
la figure (4.4)), sont proches de zéro, mais rarement exactement nulles. La variabilité
de 1/µj et 1/λj augmente quand le nombre d’observations est faible (cas impairs) ou le
bruit élevé (cas 3, 4, 11 et 12, pour la figure (4.3), et cas 7, 8, 15 et 16, pour la figure
(4.4)). Les valeurs 1/λj des variables dont la fonction sous–jacente est strictement
linéaire (j = 1, 4, pour la figure (4.3), et j = 1, 4, 7, 10, 13, pour la figure (4.4)), sont
également très pénalisées. Les composantes linéaires des variables dont la fonction
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Fig. 4.4 – Bôıtes à moustaches pour les termes de pénalisation individuels linéaires
(1/µj) et non linéaires (1/λj), du modèle additif parcimonieux sélectionné par GCV,
pour les 18 variables d’entrée et les 8 cas correspondant à 15 variables pertinentes. La
ligne verticale dans chaque graphique indique la séparation entre variables pertinentes
et non pertinentes.

sous–jacente est un cosinus (j = 2, 5, pour la figure (4.3), et j = 2, 5, 8, 11, 14, pour
la figure (4.4)) sont très pénalisées, mais leurs composantes non linéaires ont un effet
important.

En présence de corrélation (cas 9–12 et 13–16), les variables apportant de
l’information redondante ne semblent pas être plus pénalisées. En revanche, si on
compare une situation où la corrélation est élevée avec son équivalent à corrélation
faible (même nombre de variables pertinentes, même niveau de bruit, même taille
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Variables
pertinentes

Observations Sélection pas à pas Modèle additif
parcimonieux

d = 6 n = 50 25.6 (9.4) 33.3 (8.2)
d = 15 n = 50 30.1 (11.6) 35.1 (8.9)
d = 6 n = 200 588.8 (132.4) 506.5 (85.6)
d = 15 n = 200 951.5 (145.5) 556.4 (90.7)

Tab. 4.5 – Temps de calcul en secondes pour la sélection pas à pas et pour le modèle
additif parcimonieux sélectionné par GCV. Les valeurs sont des moyennes (écart–
type) sur les 50 simulations. Les situations qui diffèrent par rapport au bruit et à la
corrélation ont été confondues.

de l’échantillon), on peut observer qu’une pénalisation plus sévère est appliquée à
l’ensemble des variables inter–corrélées.

Comparaison des méthodes de pénalisation par rapport au temps de calcul

Finalement, le tableau (4.5) montre le temps de calcul en secondes pour la sélection
pas à pas et le modèle additif parcimonieux sélectionné par GCV (les résultats sont
similaires pour les autres méthodes). Les valeurs correspondent aux moyennes et
écart–types sur les 50 simulations. Les moyennages sont également faits sur les situa-
tions qui diffèrent par rapport à la corrélation et au bruit, lesquelles n’introduisent pas
de variation du temps de calcul. Seulement les situations qui diffèrent par rapport au
nombre de variables pertinentes, d, et au nombre d’observations, n, sont examinées.
Les chiffres ne sont qu’indicatifs, car les deux algorithmes peuvent être améliorés de
façon importante. Toutefois, on peut conclure que, lorsque le nombre d’observations
est assez élevé, le temps de calcul de la sélection pas à pas dépend très fortement
du nombre de variables pertinentes, tandis que le temps de calcul du modèle additif
parcimonieux n’augmente que légèrement quand le nombre de variables pertinentes
augmente.

4.3.4 Conclusions

Les résultats de nos expériences concordent et prolongent, en général, ceux déjà
obtenus pour la régression linéaire. Les résultats obtenus ici, dans le contexte non
linéaire, sont néanmoins moins catégoriques. D’une part, la situation en soi est plus
complexe, d’autre part, plusieurs facteurs agissent sur la difficulté du problème.

Comparaison des méthodes de pénalisation par rapport à l’erreur en
prédiction

Rappelons que la comparaison expérimentale dans le contexte linéaire des
méthodes de pénalisation montre qu’il n’y a pas de méthode optimale pour toute
situation et que la corrélation des variables explicatives ainsi que le nombre d’entrées
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réellement pertinentes sont deux facteurs déterminants pour le choix d’une méthode
de pénalisation [Breiman, 1996, Tibshirani, 1996, Boukari et Grandvalet, 1998] (sec-
tion 3.2.1.1). La sélection pas à pas est la mieux adaptée, suivie du lasso, lorsque le
nombre d’entrées significatives est très petit devant le nombre total de variables expli-
catives, et que ces variables sont peu corrélées. La pénalisation quadratique est appro-
priée quand la majorité des entrées sont significatives ou qu’elles sont très corrélées.
Enfin, le lasso obtient les meilleurs résultats dans les cas intermédiaires et, dans les
autres cas, ses résultats sont proches de ceux de la meilleure méthode.

Les résultats de nos expériences dans le domaine de la régression additive per-
mettent de conclure qu’il n’y a pas de méthode optimale pour toute situation, mais,
contrairement au cas linéaire, une des méthodes (la pénalisation quadratique) n’est
pas adaptée au problème. La corrélation des variables explicatives, le nombre d’entrées
réellement pertinentes, le bruit et la taille de l’échantillon sont des facteurs importants
pour le choix d’une méthode de pénalisation :

– La sélection de variables pas à pas est la mieux adaptée lorsque le nombre de
variables pertinentes est faible devant le nombre total de variables explicatives,
et que l’occurrence des autres facteurs de difficulté n’est pas simultanée : soit on
est seulement en présence de corrélation élevée, soit on est seulement en présence
de bruit, soit on est seulement en présence d’un nombre faible d’observations.

– La pénalisation quadratique est appropriée uniquement quand la majorité des
entrées sont significatives, peu corrélées et que la taille de l’échantillon est
modérée.

– Le modèle additif parcimonieux obtient les meilleurs résultats lorsque 1) le
nombre de variables pertinentes est faible devant le nombre total de variables
explicatives, et qu’au moins deux facteurs de difficulté (corrélation, bruit et/ou
nombre d’observations faible) sont présents ; 2) la majorité des entrées sont
significatives, exceptant quelques cas où l’occurrence des facteurs de difficulté
n’est pas simultanée.

Les résultats obtenus pour la généralisation de la pénalisation quadratique à la
régression non paramétrique additive diffèrent de ceux obtenus pour la pénalisation
quadratique dans le contexte linéaire. Des trois, cette méthode est la moins perfor-
mante. L’hypothèse d’une complexité commune à toutes les composantes est trop
restrictive dans le cas non linéaire, où les fonctions sous–jacentes peuvent présenter
des courbures très différentes.

Les résultats obtenus pour la généralisation de la sélection pas à pas et du lasso
à la régression non paramétrique additive concordent, en général, avec ceux déjà
obtenus pour la régression linéaire. Ils sont néanmoins moins nets.

Comparaison des méthodes de pénalisation par rapport à la stabilité

Nous avons traité précédemment (section 3.2.1) la stabilité du lasso et de la
pénalisation quadratique, en opposition à l’instabilité de la sélection pas à pas. De
façon similaire, nous constatons que dans le contexte non paramétrique additif la
sélection pas à pas présente, le plus souvent, une variabilité supérieure aux autres
méthodes.
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Comparaison des critères de sélection de modèle par rapport à l’erreur en
prédiction

Parmi les techniques de sélection de modèle pour les modèles additifs parci-
monieux, la GCV est la plus performante (proche de la meilleure performance
possible). La CV est proche de la GCV mais ses résultats sont légèrement moins
bons. Les méthodes AIC, AICc et BIC sont proches entre elles et éloignées des
autres. Une explication possible de la bonne performance de la GCV par rapport à
AIC, AICc et BIC est que, contrairement à ces trois dernières, la GCV ne nécessite
pas d’estimation de la variance de l’erreur. Dans le cas linéaire, le lasso sélectionné
par GCV obtient des meilleurs résultats que le lasso sélectionné par CV à 5 blocs
[Tibshirani, 1996]. Cependant, dans notre cas il s’agit de la version leave–one–out de
la CV, on s’attend donc à que les résultats de deux méthodes soient similaires.

Comparaison des méthodes de pénalisation par rapport à la
sélection/élimination de variables

La sélection pas à pas identifie correctement les variables non pertinentes, cepen-
dant dans certaines situations (notamment quand le nombre de variables pertinentes
est élevé et le nombre d’observations faible), un nombre élevé de variables pertinentes
sont éliminées, tant en présence qu’en absence de corrélation ou de bruit.

Parmi les techniques de sélection pour les modèles additifs parcimonieux, BIC
choisi un modèle légèrement plus simple que AIC et AICc, cependant les trois
méthodes sur–estiment, en général, la complexité du modèle, par rapport à la com-
plexité choisie par EMT. Une explication possible est que ces méthodes demandent
l’estimation de la variance de l’erreur, laquelle est estimée pour des valeurs de µ
et λ comportant une complexité élevée [Ruppert et al., 2003]. Concrètement, µ et λ
sont les plus petites valeurs considérées dans la grille, ce qui pourrait provoquer des
problèmes d’instabilité numérique.

La méthode GCV, elle, sous–estime, en général, la complexité du modèle. Ceci
contraste avec les résultats obtenus par l’application de la GCV à d’autres modèles
tels que les splines avec une seule variable d’entrée [Wahba et Wang, 1995] ou le
modèle additif standard [Kim et Gu, 2004]. La définition du nombre de degrés de
liberté, induisant une prédiction conservatrice (section 3.4.1), est plausiblement à
l’origine de décalage du problème.

Les modèles additifs parcimonieux identifient correctement les variables
pertinentes. En revanche, ils éliminent peu de variables non pertinentes et de
variables redondantes. Ces variables restent très pénalisées dans le modèle.
Ces résultats cöıncident avec ceux déjà obtenus pour le cas linéaire. En ef-
fet, des travaux montrent que, généralement, le lasso élimine peu de variables
[Tibshirani, 1996, Steyerberg et al., 2000]. Dans le cas non linéaire, l’élimination
d’une variable demande l’élimination de ses parties linéaire et non linéaire, ce qui
peut rendre plus difficile l’annulation exacte de la variable. Une solution possible
consiste à introduire un seuil à partir duquel les variables très pénalisées, mais non
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nulles, seraient éliminées. Une idée proche est développé par [Perkins et al., 2003],
en proposant un critère d’optimisation intégrant les pénalisations l0, l1 et l2.

Comparaison des méthodes de pénalisation par rapport au temps de calcul

Finalement, par rapport au temps de calcul, le modèle additif parcimonieux
est plus avantageux que la sélection pas à pas lorsque le nombre d’observations et
le nombre de variables pertinentes sont modérés ou élevés. En effet, le nombre de
variables pertinentes a un effet plus drastique sur le temps de calcul de la sélection
pas à pas que sur celui du modèle additif parcimonieux.

D’autres simulations

Nous n’avons pas exploré ici des situations différentes au niveau de la dispersion
des entrées ou de la concurvité, afin de ne pas rendre les résultats confus.

La concurvité est prise en compte par [Avalos et al., 2004c], pour des échantillons
de petite taille. Cependant, la capacité d’éliminer des variables apportant de l’in-
formation redondante n’a pas été analysée par rapport à la nature des dépendances
(linéaires et non linéaires).

4.4 Données réelles

Dans cette section nous évaluons le modèle logistique additif parcimonieux sur
des jeux de données médicales réelles.

Le modèle logistique (section 1.4.2) est fréquemment utilisé en épidémiologie
lorsque la variable réponse Y est binaire et que la fréquence de l’événement auquel
on s’intéresse (décès, maladie,. . .) est mesurée par un risque [Bouyer et al., 1995,
Avalos et al., 2004d]. C’est le cas s’il s’agit d’une enquête cas–témoins (exemple de la
section 4.4.1) ou si on s’intéresse à la survenue de l’événement au cours d’une période
fixée (exemple de la section 4.4.2).

Deux raisons principales ont conduit au choix de la fonction logistique : 1) Elle
permet d’évaluer l’association entre l’événement et l’exposition aux facteurs de risque
de façon cohérente avec l’odds ratio, OR, mesure usuelle de la relation entre la maladie
et les facteurs de risque. 2) Cette fonction a une forme sigmöıde qui correspond à une
forme de relation souvent observée entre une dose et la fréquence de l’événement.

4.4.1 Difformité vertébrale post–opératoire

Dans un premier temps, nous reprenons l’étude de cas kyphosis utilisée par
[Hastie et Tibshirani, 1990, Tibshirani, 1996] pour illustrer les différences entre la
régression logistique par modèle additif standard, et la régression logistique pénalisée.
La variable réponse indique la présence ou l’absence de difformité vertébrale post–
opératoire (kyphosis) chez des enfants. Il y a 83 exemples, dont 18 étiquetés kyphosis.
Les variables d’entrée sont l’âge des enfants en mois (X1), le nombre de vertèbres
touchées par l’opération (X2) et la position de la première vertèbre concernée (X3).
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Fig. 4.5 – Coefficients des composantes linéaires, αj , et norme des coefficients des

composantes non linéaires, (β̃
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1/2, en fonction des paramètres de la complexité

correspondants. Le graphique de gauche correspond à λ = 1.2, et celui de droite
à µ = 4.2, mais l’allure des courbes est similaire pour tous les µ et λ. Les lignes
verticales indiquent la complexité choissie par les critères.

Les données sont centrées réduites, afin de rendre les pénalisations comparables. Les
critères de sélection sont évalués sur une grille 6 × 6 de valeurs de (µ, λ) à échelle
logarithmique.

La partie gauche de la figure (4.5) montre les coefficients linéaires en fonction du
paramètre de pénalisation linéaire. La norme des coefficients non linéaires en fonction
du paramètre de pénalisation non linéaire est représenté à droite. Les lignes verticales
pointillées indiquent la valeur sélectionnée par les critères AIC, AICc, GCV et BIC.
Pour la partie linéaire, BIC (ligne pointillée peu dense) a choisi un modèle plus simple
que les autres critères (ligne pointillée dense). Pour la partie non linéaire, les quatre
méthodes ont effectué le même choix (ligne pointillée).

La figure (4.6) montre l’effet de chaque variable sur la fonction logit, estimé par
4 modèles : logistique additive avec 3 degrés de liberté pour chaque composante,
M1 ; logistique linéaire pénalisée (lasso), M2 ; et logistique additive pénalisée, pour
les paramètres de la complexité sélectionnés par les différents critères, M3 (AIC, AICc
et GCV) et M4 (BIC).

Etant donnée la difficulté de sélectionner les p paramètres de lissage du modèle
additif standard, celui–ci est souvent appliqué comme un outil d’analyse exploratoire.
Ainsi, le modèle M1 [Hastie et Tibshirani, 1990] suggère des termes quadratiques, les-
quels sont intégrés dans le modèle paramétrique M2 [Tibshirani, 1996]. La répartition
automatique de la complexité est alors possible, aboutissant à un modèle linéaire en
X2 et X3 et quadratique en X1. La méthode que nous proposons permet de dis-
tribuer la complexité de chaque variable de façon automatique, sans l’intermédiaire
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Fig. 4.6 – Composantes additives ajustées par : le modèle logistique additif (M1, ligne
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logistique parcimonieux sélectionné par BIC (M4, ligne continue). Les bâtons en haut
et en bas des graphiques indiquent les observations de présence et absence de kyphosis,
respectivement.

d’une approximation paramétrique.
Les courbes M3 et M4 sont similaires à la courbe M2 pour les variables X1 et

X2, et plus complexes pour la troisième variable. En observant l’estimation obtenue
par le modèle additif M1, on s’attend à ce que le modèle paramétrique conserve le
terme quadratique. En fait, cet exemple montre que le lasso appliqué sur le modèle
paramétrique peut produire des résultats contre–intuitifs. Ici, dans la base {1, x, x2}
une composante en α(x + 1)2 est jugée plus “complexe” qu’une composante en αx2.
En effet, la première se développant en α(x2 + 2x + 1), elle est pénalisée par 3α,
alors que la première est pénalisée par α. Dans la base {1, x, (x + 1)2} le phénomène
inverse serait observé. Notre algorithme, pour lequel la pénalisation de la partie non
linéaire n’est affectée que par la courbure de la fonction, est insensible à ce problème
de représentation.

La représentation graphique permet de déduire que : 1) le risque de kyphosis
(le odds ratio, plus précisément) augmente jusqu’à l’âge moyen (environ 85 mois),
et ensuite il décrôıt ; 2) le risque augmente quand le nombre de vertèbres touchées
augmente (l’augmentation du risque est de 4.5% par vertèbre, selon M3, et de 3%,
selon M4) ; et 3) le risque, élevé, stagne jusqu’à une certaine position (vertèbre numéro
10), et décrôıt ensuite rapidement. D’autre part, nous remarquons que, pour la classe
“absence de kyphosis”, des valeurs élevées de la variable âge, éloignées du centre
des observations, semblent avoir une forte influence sur l’estimation. Il s’agit de trois
sujets âgées de 195, 206 et 243 mois, respectivement (16, 17 et 20 ans, respectivement).
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AIC/AICc BIC GCV CV CVv

(µ, λ) (10, 10) (100, 100) (10, 0.01) (0.01, 0.1) (1, 10)
Erreur 0.71 (0.14) 0.78 (0.10) 0.95 (0.14) 0.63 (0.14) 0.69 (0.14)
Sensibilité 66.7% 86.7% 40.0% 66.7% 60.0%
Spécificité 61.3% 28.2% 66.1% 69.4% 71.0%

Tab. 4.6 – Valeurs de (µ, λ) choisies par les techniques de sélection de modèle, ainsi
que leur erreur moyenne (écart–type), sensibilité et spécificité sur l’ensemble de test.

Il conviendrait considérer la pertinence de ces observations.

4.4.2 Risque cardio–vasculaire

Le projet INDANA (Individual Data Analysis of Antihypertensive Interven-
tion Trials) s’inscrit dans le cadre de la prédiction individualisée du risque cardio–
vasculaire chez des patients présentant une hypertension artérielle, en vue d’aider la
décision des médecins praticiens dans le domaine de la prévention cardio–vasculaire
[Gueyffier et al., 1995]. La base de données INDANA réunit les données individuelles
de 10 essais thérapeutiques (contrôlés randomisés) conduits pour évaluer l’efficacité
des traitements anti–hypertenseurs. Cette base de données a été mise en forme et est
maintenue dans l’Unité de Pharmacologie Clinique de L’Université de Lyon 1 (chef
de projet : F. Gueyffier).

Le modèle logistique additif a été préalablement utilisé sur un des essais de la base
INDANA (Shep). La sensibilité (proportion des décédés bien classés) et la spécificité
(proportion des non décédés bien classés) sur une validation croisée à 10 blocs stra-
tifiée ont mesuré la performance de la méthode. Les valeurs de sensibilité et de
spécificité obtenues par la régression additive sont de 66.36% et 66.37%, respecti-
vement. Sur ces données, le modèle logistique additif a donné les meilleurs résultats
par rapport aux autres méthodes testées, à savoir balanced–bagging, C4.5, Fôret–
Floue–T–norme, Fôret–Floue–stricte, Framingham, GloBoost, Pocock 2.

La régression logistique additive parcimonieuse est appliquée ici au groupe de
contrôle d’un des essais (Coope) [Avalos et al., 2004a, Avalos et al., 2004b]. Les
données extraites sont constituées de 9 variables d’entrée : sexe, tabagisme, facteur de
risque (antécédent d’angor, d’infarctus myocardiaque, d’accident cardio–vasculaire,
ou hypertrophie ventriculaire), âge, pression systolique, pression diastolique, cho-
lestérol, uricémie, et indice pondéral. Les trois premières variables sont binaires. Elles
sont modélisées et pénalisées linéairement, ce qui correspond à assigner un coefficient
par modalité. Les six dernières variables, continues, ont été centrées et réduites pour
les estimations. La variable de sortie est le décès cardio–vasculaire. Il y a 413 exemples,
dont 43 décès.

Deux tiers de la base Coope (274 exemples, dont 28 décès) constituent l’ensemble
d’apprentissage, et un tiers (139 exemples, dont 15 décès) constitue l’ensemble de

2Ces résultats sont disponibles sur Internet à
http ://www.grappa.univ-lille3.fr/∼torre/Recherche/Indana
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test. Le critère de comparaison est la proportion d’exemples mal classés. Cette erreur
est calculée en appliquant le coût {1, 10}, afin d’équilibrer les données. La sensibilité
et spécificité de chaque méthode sont également calculées.

Nous testons les méthodes AIC, AICc, BIC, GCV, ainsi que validation croisée
stratifiée sur 10 sous–ensembles. Pour cette dernière, nous rapportons les résultats
obtenus selon deux critères : l’erreur de classement (avec les coûts {1, 10}), CV, d’une
part, et la vraisemblance, CVv, d’autre part.

Les méthodes analytiques et de rééchantillonnage sont évaluées sur une grille
5× 5 de valeurs de (µ, λ), régulièrement espacées sur une échelle logarithmique. Afin
d’éviter des problèmes numériques, qui peuvent apparâıtre pour les splines de lissage
lorsque le nombre d’observations est élevé, des P–splines ont été utilisées (sections
1.2.3.2 et 1.3.5.4). Ainsi, 100 nœuds (au lieu de 274) ont été placés sur les centiles
de chacune des variables (continues) d’entrée. Les résultats sont présentés dans le
tableau (4.6).

Les deux versions de la validation croisée réalisent la meilleure performance. Celle
basée sur l’erreur de classification, CV, est proche de la performance de test opti-
male obtenue, 0.62 (0.14), pour les valeurs (0.01, 100) de (µ, λ). Néanmoins, cette
méthode attribue une complexité excessive aux parties non linéaires. Une explication
possible est que CV sélectionne un minimum local de l’erreur de classification. La
CVv, basée sur la vraisemblance, sur–estime la pénalisation sur les parties linéaires
et sous–estime, légèrement, la pénalisation sur les parties non linéaires. Les valeurs
de (µ, λ) sélectionnées par cette méthode sont, toutefois, très proches (échelle loga-
rithmique) des valeurs (10, 100), qui maximisent la log–vraisemblance sur l’ensemble
de test. L’estimation en termes de probabilités ou de frontière de décision n’aboutit
pas nécessairement à la même solution [Friedman, 1997].

Les méthodes analytiques basées sur la vraisemblance, AIC, AICc et BIC, in-
duisent des erreurs élevées. Cependant, pour les deux premières, (lesquelles abou-
tissent à des résultats identiques), les erreurs ne sont pas éloignées de celle du
maximum de vraisemblance sur l’ensemble de test et de CVv. Elles sous–estiment
la complexité des parties linéaires, contrairement à ce qu’on pourrait attendre (sec-
tion 3.4.1.1), et sur–estiment légèrement la complexité des parties non linéaires. La
GCV est la méthode analytique dont l’erreur est la plus grande. Les exemples “décès”
sont particulièrement mal classés, ce qui conduit à une erreur de classement (avec les
coûts {1, 10}) très élevée.

La figure (4.7) montre les coefficients linéaires en fonction du paramètre de
pénalisation linéaire, à gauche, et la norme des coefficients non linéaires en fonction
du paramètre de pénalisation non linéaire, à droite. Les courbes en noir correspondent
aux trois variables binaires (ligne discontinue pour X1, ligne continue pour X2 et ligne
point-tirets pour X3). Les autres couleurs correspondent aux six variables continues
(rouge pour X4, bleu clair pour X5, rose pour X6, vert pour X7, jaune pour X8 et bleu
pour X9). Le graphique de gauche correspond à λ = 100, et celui de droite à µ = 0.01.
L’allure des courbes est similaire pour tous les µ, mais elle diffère légèrement pour
les valeurs de λ. Ainsi, pour une valeur faible de λ, la variable X2 a toujours un effet
plus important que la variable X3, tandis que pour une valeur forte, telle que dans
la figure (4.7), leurs courbes se croissent. La variable X9 a dans tous les cas un effet
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Fig. 4.7 – Coefficients des composantes linéaires, αj , et norme des coefficients des

composantes non linéaires, (β̃
t

jΩjβ̃j)
1/2, en fonction des paramètres de la complexité

correspondants. Les lignes verticales indiquent des valeurs des paramètres de la com-
plexité sélectionnées par les différents critères.

linéaire très faible, mais celui–ci est positif pour une valeur faible de λ et négatif,
comme dans la figure (4.7), pour λ important.

Les lignes verticales pointillées indiquent différentes valeurs des paramètres de la
complexité. Dans le cas linéaire, ces valeurs correspondent à la valeur sélectionnée par
CV, cöıncidant avec la valeur qui minimise l’erreur de classification, (ligne pointillée
fine) ; la valeur sélectionnée par CVv (ligne pointillée moyenne) ; et la valeur qui
maximise la vraisemblance, (ligne pointillée épaisse). Dans le cas non linéaire, ces
valeurs correspondent à la valeur sélectionnée par CV (ligne pointillée fine) ; la valeur
sélectionnée par CVv (ligne pointillée moyenne) ; et la valeur qui minimise l’erreur de
classification et qui maximise la vraisemblance, (ligne pointillée épaisse).

La représentation graphique des résultats permet d’utiliser le modèle additif lo-
gistique en tant qu’outil d’analyse exploratoire. La figure (4.8) montre les estimations
des fonctions additives pour la valeur de (µ, λ) minimisant l’erreur de classification,
(0.01, 100). La fonction logit (proche de la fonction risque de décès cardio–vasculaire)
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Fig. 4.8 – Composantes additives du modèle logistique additif parcimonieux évaluées
sur l’ensemble d’apprentissage. Les valeurs de (µ, λ) sont celles qui minimisent l’er-
reur de classification. Les bâtons en haut et en bas des graphiques indiquent si les
observations correspondent à un sujet décédé ou vivant, respectivement.

est obtenue comme la somme de ces fonctions : logit=α̂0+
∑3

j=1 xjα̂j+
∑9

j=4 f̂j(xj). Les
trois premières variables, binaires, sont modélisées et pénalisées linéairement. Parmi
les six variables continues, l’effet des variables X5, X6, X8 et X9 est estimé linéaire.
Le modèle additif parcimonieux réduit ainsi à un modèle plus simple, quand une com-
plexité élevée n’est pas adaptée. Par ailleurs, la base de données a été préalablement
traitée. En particulier, des variables considérées non significatives ont été éliminées
par des procédures non automatiques. Ceci explique le fait qu’aucune variable ne soit
éliminée.

Afin de comparer la contribution de chaque variable sur la réponse, les fonctions
estimées sont représentées sur la même échelle. On peut observer que les variables
binaires sont les facteurs les plus influents. Ces variables obtiennent, en effet, les
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valeurs des coefficients linéaires les plus élevées (ou de façon équivalente, les termes
de pénalisation linéaire les plus faibles), suivies de la pression systolique et de la
pression diastolique. Le risque de décès cardio–vasculaire est ainsi supérieur pour
les hommes (codé 0), pour les fumeurs (codé 1), et en cas d’antécédent d’angor, ou
d’antécédent d’infarctus myocardiaque, ou d’antécédent d’accident cardio–vasculaire,
ou d’hypertrophie ventriculaire (codé 1). L’augmentation du risque en fonction de
la pression systolique et diastolique est de 41.0% et 25.1% par unité de pression,
respectivement.

Bien que la variable âge n’ait pas d’influence importante sur le risque, celle–ci est
négative : quand l’âge augmente le risque décrôıt, ce qui est étonnant. Il conviendrait
d’analyser si la faible représentation des âges élevés dans la classe des sujets décédés
est liée aux critères d’inclusion des individus dans l’étude. Une situation similaire est
rencontrée pour l’indice pondéral. En effet, une valeur très élevée de cette variable
dans la classe des sujets non décédés, correspondant à un sujet présentant une obésité
sévère, a une forte contribution sur l’estimation de la fonction. La suppression de ce
point a comme conséquence l’élimination de la variable indice pondéral. Le risque,
faible, stagne jusqu’à une certaine valeur de la variable cholestérol (≈ 6.5), et crôıt en-
suite mais lentement. Finalement, l’augmentation du risque en fonction de la variable
uricémie est de 4.7% par unité.

4.5 En bref

Dans ce chapitre nous avons traité la mise en œuvre des méthodes développées.
Le plan d’expériences utilisé dans nos simulations tient compte des situations dans
lesquelles le contrôle de la complexité est particulièrement délicat pour les modèles
additifs. Au même temps, nous avons paramétrisé ces situations visant à rendre les
résultats concis et clairs.

Les résultats de nos expériences concordent et prolongent, en général, ceux déjà
obtenus pour la régression linéaire. Sommairement, on peut dire que la sélection
pas à pas est plus performante dans les situations moins complexes, tandis que les
modèles additifs parcimonieux obtiennent les meilleurs résultats dans les situations
plus complexes. Ces derniers sont également plus stables.

En ce qui concerne la sélection de modèle pour les modèles additifs parcimonieux,
la validation croisée généralisée est la méthode la plus performante, proche de la
meilleure performance possible.

Quant à la sélection et élimination des variables du modèle, la sélection pas à
pas identifie correctement les variables non pertinentes, mais elle peut éliminer un
nombre élevé de variables pertinentes. Les modèles additifs parcimonieux identifient
correctement les variables pertinentes. En revanche, ils éliminent peu de variables non
pertinentes et de variables redondantes. Ces variables restent très pénalisées dans le
modèle.

Finalement, par rapport au temps de calcul, le modèle additif parcimonieux est
plus avantageux que la sélection pas à pas lorsque le nombre d’observations et le
nombre de variables pertinentes sont modérés ou élevés.
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En ce qui concerne l’application à des données réelles, nous constatons l’utilité
de ces modèles en tant qu’outil d’analyse exploratoire. En effet, la représentation
graphique des résultats permet d’étudier les effets de chaque variable sur le risque. En
outre, le modèle logistique additif parcimonieux permet la répartition automatique
de la complexité parmi les composantes additives. Seuls les deux paramètres qui
règlent la complexité globale doivent être déterminés par des critères de sélection de
modèle. Néanmoins, l’adaptation de ces méthodes pour le modèle logistique est moins
satisfaisante.



Conclusion

Les modèles additifs généralisent les modèles linéaires en proposant
une solution flexible qui préserve la capacité à décrire graphiquement les
dépendances. En conséquence, ces modèles sont appliqués dans de nombreux
domaines tels que l’économie [Smith et Kohn, 1996, Beck et Jackman, 1998],
l’ingénierie [Walker et Wright, 2002], ou l’épidémiologie [Bacchetti et Quale, 2002,
Dominici et al., 2002].

La plupart de ces applications se limitent à un nombre réduit de variables d’entrée
(exceptionnellement plus de 5), sélectionnées par une étude préalable. Les difficultés
actuelles de la mise en œuvre des modèles additifs expliquent leur application res-
treinte. Les méthodes analytiques de sélection de modèle, pour lesquelles des algo-
rithmes efficaces ont été proposés, aboutissent à des résultats satisfaisants quand
il s’agit d’estimer la complexité des composantes additives. Cependant, quand la
sélection de la complexité doit aboutir à la suppression de variables, le problème
devient impraticable même pour un nombre modéré d’entrées.

Dans ce mémoire, nous avons proposé une nouvelle méthode d’estimation fonc-
tionnelle pour les modèles additifs basée sur une généralisation du lasso. Celle–ci est
motivée par les bons résultats obtenus par cette méthode de pénalisation dans le
cadre linéaire.

Notre stratégie se base sur une décomposition des espaces de fonctions splines,
comprenant, d’une part, les fonctions linéaires et, d’autre part, les fonctions stricte-
ment non linéaires. Les sous–espaces linéaires et non linéaires sont orthogonaux, ce
qui permet un calcul efficace des solutions.

La complexité du modèle est contrôlée par seulement deux paramètres, l’un
contrôlant la complexité des parties linéaires, l’autre celle des parties non linéaires. Les
paramètres qui contrôlent les complexités individuelles de chaque composante sont
répartis automatiquement lors de l’estimation des fonctions monovariées. Il reste alors
à choisir ces deux hyper–paramètres par des critères de sélection de modèle, tels que
ceux que nous avons adaptés en approximant le nombre effectif de paramètres.

Nous avons évalué expérimentalement les performances des modèles additifs parci-
monieux. Les résultats de nos expériences concordent et prolongent, en général, ceux
déjà obtenus pour la régression linéaire. Sommairement, on peut dire que la sélection
pas à pas est plus performante dans les situations moins complexes, où peu de va-
riables ont une influence sur la sortie, tandis que les modèles additifs parcimonieux
obtiennent les meilleurs résultats dans les situations plus complexes. Ces derniers sont
également plus stables.

Dans notre comparaison des critères analytiques de sélection de modèle, la va-
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lidation croisée généralisée s’est révélée être le critère le plus performant. Le coût
occasionné par l’estimation des hyper–paramètres par validation croisée généralisée
est faible. La performance du modèle sélectionné est proche de celle du meilleur
modèle testé.

Quant à la sélection des variables du modèle, la sélection pas à pas identifie
correctement les variables non pertinentes, mais elle peut éliminer un nombre élevé
de variables pertinentes. Les modèles additifs parcimonieux identifient correctement
les variables pertinentes. En revanche, ils éliminent peu de variables non pertinentes
et de variables redondantes, lesquelles sont néanmoins très pénalisées.

Le modèle additif parcimonieux est également plus avantageux que la sélection
pas à pas à niveau des calculs, lorsque le nombre d’observations et le nombre de
variables pertinentes sont modérés ou élevés.

En ce qui concerne l’application à des données réelles, nous constatons l’utilité
de ces modèles en tant qu’outil d’analyse exploratoire. En effet, la représentation
graphique des résultats permet d’étudier les effets de chaque variable sur la sortie.

Discussion et perspectives

Les perspectives de recherches prolongeant le travail exposé sont variées. Elles
concernent premièrement l’optimisation des algorithmes, deuxièmement l’applicabi-
lité de l’outil modèles additifs à un plus grand nombre de problèmes, et troisièmement,
l’extension à l’étude de différents types de phénomènes.

Premièrement, l’adaptation de nouveaux algorithmes devrait accélérer
considérablement nos calculs. Tout d’abord, nous avons estimé les modèles
additifs par backfitting. Cependant des nouveaux algorithmes basés sur la
résolution directe d’un système de rang peu élevé (au moyen des P–splines)
[Wood, 2000, Ruppert et al., 2003, Wood, 2004] permettrait une résolution plus
rapide. Ces algorithmes sont également associés à un algorithme de descente pour
le calcul de la validation croisée généralisée. Vu que ce critère obtient les meilleurs
résultats parmi les critères de sélection de modèle pour des réponses de type gaussien,
il serait intéressant d’optimiser son calcul. En outre, le nouvel algorithme pour le
lasso [Efron et al., 2004] peut être directement appliqué à l’estimation des parties
linéaires. Il serait pour autant plus intéressant son adaptation à l’estimation des
parties non linéaires.

Deuxièmement, notre approche offre des nouvelles perspectives pour la
modélisation parcimonieuse des effets (éventuellement) non linéaires de plusieurs va-
riables continues sur une variable réponse. Nous ne prétendons pas que les modèles
additifs parcimonieux soient la solution pour étendre l’application des modèles addi-
tifs aux problèmes de grande dimension (au sens de n × p grand). L’application de
ces modèles quand le nombre d’observations est très élevé n’est pas approprié, car
l’estimation non linéaire demande un nombre de calculs élevé. Toutefois, les méthodes
d’estimation et de sélection de modèle que nous avons proposé permettent d’attaquer
des problèmes où le nombre des variables explicatives est modéré.

Une étude plus approfondie sur les raisons de la mauvaise performance des critères
de sélection de modèle analytiques pour les modèles additifs généralisés parcimo-
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nieux serait souhaitable. Ces méthodes sont originairement proposées dans le cadre
linéaire et, dans le cas de la validation croisée généralisée, pour les problèmes de
type gaussien. Pour étendre ces méthodes au contexte non paramétrique gaussien,
des approximations sont considérées. L’extension aux modèles additifs généralisés
comporte des approximations non négligeables, ce qui pourrait expliquer cette mau-
vaise performance. En effet, le contexte non paramétrique avec des réponses de type
non gaussien est inéluctablement non linéaire. Des versions de la validation croisée
généralisée, approchant une version de la validation croisée plus adaptée aux réponses
de type non gaussien ont été proposées [Xiang et Wahba, 1996, Gu et Xiang, 2001,
Yuan et Wahba, 2001]. Cependant, leurs performances ne sont pas générales. Ainsi,
des résultats correctes ont été obtenus pour les réponses de type binaire (modèle lo-
gistique additif), tandis que de mauvais résultats ont été obtenus pour les réponses
de type Poisson (modèle de Poisson additif).

L’accélération des calculs, discuté précédemment, offrirait également la possibilité
d’utiliser des techniques de rééchantillonage, qui supposent moins d’hypothèses et
donc moins d’approximations.

Un autre aspect qui mériterait d’être étudié est l’introduction d’un seuil à partir
duquel les variables très pénalisées, mais non nulles, seraient éliminées. Les résultats
seraient plus catégoriques et donc plus faciles à interpréter, cependant la méthode
pourrait perdre de la stabilité.

Troisièmement, malgré les limitations d’application actuelles, les modèles additifs
sont utilisés dans de nombreux domaines, pour leur interprétabilité. En particulier,
leur utilisation est largement répandue dans les études des effets de la pollution de l’air
sur la santé, au moyen du modèle de Poisson, ainsi que dans les études de survie, au
moyen du modèle de Cox. Notre généralisation du lasso au modèle additif logistique
n’est pas spécifique de la distribution binomiale, elle peut donc être appliquée à ces
modèles, mais l’évaluation pourrait montrer des difficultés similaires pour le contrôle
de la complexité. Les versions parcimonieuses correspondantes mériteraient d’être
explorées.

Finalement, dans cette optique d’applicabilité, on pourrait envisager
l’implémentation des modèles additifs parcimonieux en R, logiciel disposant
d’un grand nombre de méthodes d’analyse de données, les modèles additifs inclus.
En effet, il serait intéressant de mettre cette méthode complètement automatique à
disponibilité des praticiens.





Annexe A

A.1 Quelques rappels sur l’optimisation sous
contraintes

On considère le problème de minimisation d’une fonction f : Ω → R, Ω ouvert
de Rn, en présence de contraintes données par les fonctions cE : Ω → RmE , et cI :
Ω → RmI , (mE , mI sont des entiers positifs) [Bonnans et al., 1997, Gill et al., 1981].
La fonction cE définit des contraintes d’égalité et cI des contraintes d’inégalité. On
cherche donc un point α∗ ∈ Ω minimisant f sur l’ensemble admissible Ωa = {α ∈ Ω :
cE(α) = 0, cI(α) ≤ 0}. Les inégalités vectorielles doivent se comprendre composante
par composante. Donc cI(α) ≤ 0 signifie que toutes les composantes du vecteur
cI(α) ∈ RmI doivent être négatives.

Le problème s’écrit :

(PEI)






min f(α)
cE(α) = 0
cI(α) ≤ 0
α ∈ Ω.

(A.1)

On appelle solution globale du problème (PEI) un point α∗ ∈ Ω minimisant f sur
l’ensemble admissible Ωa :

f(α∗) ≤ f(α), ∀α ∈ Ωa. (A.2)

Une solution locale de (PEI) est un point α∗ admissible, minimisant f localement sur
l’ensemble admissible Ωa :
Il existe ε > 0 tel que

f(α∗) ≤ f(α), ∀α ∈ Ωa ∩ B(α∗, ε), (A.3)

où B(α∗, ε) est la boule ouverte de centre α∗ et rayon ε.
On supposera que les fonctions f , cE et cI sont régulières, C2(Ω)1. Soit α ∈ Ω. Si

ci(α) = 0, on dit que la contrainte i est active ou saturée en α. On note

I0(α) = {i ∈ I : cI(α) = 0} (A.4)

1La condition de régularité n’est pas vérifiée par ‖.‖1.
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l’ensemble d’indices des contraintes d’inégalité actives en α ∈ Ω.
On dira que les contraintes sont qualifiées en α si l’une des conditions suivantes

est vérifiée :
– Les contraintes d’indices i ∈ E ∪ I0 sont affines dans un voisinage de α.
– Les gradients des contraintes d’inégalité actives et des contraintes d’égalité,
{∇ci(α) : i ∈ E ∪ I0(α)}, sont linéairement indépendants.

– Si
∑

i∈E∪I0(α) αi∇ci(α) = 0, avec αi ≥ 0 pour i ∈ E ∪ I0(α), alors αi = 0 pour

tout i ∈ E ∪ I0(α) (Qualification de Mangasirian–Fromovitz).

A.1.0.1 Conditions d’optimalité du premier ordre

Soit α∗ une solution locale de (PEI), alors si les contraintes sont qualifiées en α∗,
il existe µ∗ ∈ RmE+mI , µ∗ = ((µ∗)E, (µ∗)I)t, tel que l’on ait les conditions de KKT
(Karush, Kuhn et Tucker) suivantes :

(KKT)






(a) ∇f(α∗) + ∇cE(α∗)t(µ∗)E + ∇cI(α∗)t(µ∗)I = 0
(b) cE(α∗) = 0
(c) cI(α∗) ≤ 0
(d) (µ∗)I ≥ 0
(e) (µ∗)

t
IcI(α∗) = 0.

(A.5)

L’identité (a) est l’équation d’optimalité proprement dite. Cette équation peut
encore s’écrire ∇αL(α∗, µ∗) = 0, où L est le Lagrangien associé au problème (PEI) :
L(α, µ) = f(α) + (µ)t

EcE(α) + (µ)t
IcI(α). Le vecteur µ∗ s’appelle le multiplicateur

de Lagrange.
On reconnâıt l’admissibilité de α∗ en (b) et (c).
Les conditions (d) et (e) sont propres aux contraintes d’inégalité. Par (d), on

exprime que les multiplicateurs correspondant aux contraintes d’inégalité ont un
signe, qui dépend de la forme sous laquelle on formule le problème (PEI) (problème
de minimisation, contraintes d’inégalité négatives et signe “+” dans l’équation (a),
et donc dans la définition du Lagrangien). L’identité (e) porte le nom de condi-
tions de complémentarité. Comme (µ∗)I ≥ 0 et cI(α∗) ≤ 0, cela revient à écrire
que (µ∗)ici(α∗) = 0, ∀i ∈ I. Autrement dit, les multiplicateurs correspondant aux
contraintes inactives sont nuls : ci(α∗) < 0 ⇒ (µ∗)i = 0. Cela vient du fait que
(KKT) exprime la stationnarité de α∗ qui est une propriété locale : si ci(α∗) < 0, la
contrainte ci ne doit pas intervenir dans (A.5) car une petite perturbation de cette
contrainte ne modifie pas la stationnarité de α∗. Dans certains cas, on a l’équivalence
ci(α∗) < 0 ⇔ (µ∗)i = 0. On dit alors que l’on a complémentarité stricte.

Un couple (α∗, µ∗) vérifiant (KKT) est appelé solution primale–duale de (PEI) et
α∗ est dit stationnaire.

Observons que, sous la deuxième condition de qualification, il y a au plus un
multiplicateur µ∗ vérifiant (KKT) pour une solution primale α∗ donnée. La condition
de Mangasarian–Fromovitz est plus faible que la deuxième condition. Il s’agit d’une
sorte de “sous–surjectivité” de la jacobienne des contraintes actives d’inégalité et des
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contraintes d’égalité, alors que la deuxième condition exprime la surjectivité2 de cette
même jacobienne.

A.1.0.2 Conditions d’optimalité du second ordre

Soit S(α∗) la surface de Rn définie par les contraintes d’égalité et la saturation des
contraintes d’inégalité actives en α. Soit S+(α∗) le sous–ensemble de S(α∗) tel que le
multiplicateur de Lagrange associé aux contraintes d’inégalité actives soit strictement
positif. Et soit T+(α∗) le plan tangent en α∗ à la surface S+(α∗) :

S(α∗) = {α ∈ Ω : ci(α) = 0, i ∈ E ∪ I0(α)}

S+(α∗) = {α ∈ Ω : ci(α) = 0, i ∈ E ∪ I0(α), (µ∗)I0(α) > 0}

T+(α∗) = {v ∈ Rn : ∇ci(α∗)tv = 0, i ∈ E ∪ I0(α∗), (µ∗)I0(α∗) > 0}.

(A.6)

Conditions nécessaires

Soit α∗ une solution locale de (PEI), alors si les contraintes sont qualifiées en α∗,
il existe µ∗ ∈ RmE+mI , tel que les conditions (KKT) soient vérifiées et on a

vt∇2
ααL(α∗, µ∗)v ≥ 0, ∀v ∈ T+(α∗). (A.7)

Conditions suffisantes

Supposons qu’il existe un multiplicateur µ∗ ∈ RmE+mI tel que les conditions
d’optimalité (KKT) soient vérifiées et que

vt∇2
ααL(α∗, µ∗)v > 0, ∀v ∈ T+(α∗)\{0}. (A.8)

Alors α∗ est un minimum local strict du problème (PEI).

A.1.0.3 Méthodes de résolution

Problème avec contraintes linéaires

On s’intéresse tout d’abord à un problème avec contraintes d’égalité linéaires

(PEL)






min f(α)
Aα − τ = 0

α ∈ Ω.
(A.9)

Les algorithmes les plus efficaces pour résoudre le problème (A.9) génèrent une série
d’itérations admissibles. La méthode du gradient projeté et la méthode de quasi–
Newton projeté sont souvent utilisées.

2Une application f : U → V est dite surjective si Im(f)=V, où
Im(f) = {v ∈ V |∃u ∈ U tel que f(u) = v}.
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On s’intéresse maintenant à un problème avec contraintes d’inégalité linéaires

(PIL)






min f(α)
Aα − τ ≤ 0

α ∈ Ω.
(A.10)

Les méthodes avec activation de contraintes se basent sur le fait que seulement les
contraintes actives en α∗ contribuent dans les conditions d’optimalité. Les conditions
d’optimalité du premier ordre (KKT) s’écrivent :

∇f(α∗) − Ātµ∗ = 0
µ∗ ≥ 0,

(A.11)

où Ā indique la matrice dont les lignes sont les lignes de A correspondantes aux
contraintes actives. Si l’ensemble de contraintes actives était connu a priori, le
problème (PIL) serait équivalent au problème (PEL).

Un cas particulier de (A.10) est le problème des moindres carrés linéaires avec
contraintes d’inégalité linéaires. On se trouve face à un problème de programmation
quadratique (f(α) quadratique et contraintes linéaires) convexe (matrice Hessienne
semi–définie positive), avec diverses simplifications dans les calculs.

Problème avec contraintes non–linéaires

Un cas spécial de problème avec contraintes non–linéaires est la programmation
convexe. Un problème de programmation convexe est un problème d’optimisation
tel que f(α) est convexe, les contraintes d’égalité sont linéaires et les contraintes
d’inégalité sont concaves (matrice Hessienne semi–définie négative).

Une propriété fondamentale de la programmation convexe est que les minima
locaux sont aussi globaux. Ceci, pour les cas où f(α) est strictement convexe, implique
l’unicité des solutions.

Finalement, il existe un problème dual équivalant au problème primal convexe,
donc une stratégie duale peut être appliquée, ainsi qu’une stratégie combinant les
deux problèmes.

Comme le cas précédent des contraintes linéaires, un cas particulier de la pro-
grammation convexe est le problème des moindres carrés linéaires avec contraintes
d’inégalité concaves. Aussi dans ce cas diverses simplifications dans les calculs sont
possibles.

La programmation quadratique successive (PQS), est un ensemble de techniques
fondées sur la méthode de Newton pour résoudre un problème d’optimisation non
linéaire (fonction à minimiser et contraintes peuvent toutes être non linéaires). L’idée
de base est de linéariser les conditions d’optimalité du problème et d’exprimer le
système linéaire résultant sous une forme propice au calcul.

L’intérêt de la linéarisation est de fournir un algorithme à convergence locale
rapide. La PQS transforme ainsi un problème d’optimisation non linéaire en une suite
de problèmes quadratiques (critère à minimiser quadratique sous contraintes d’égalité
et d’inégalité linéaires) plus simples à résoudre. Cette démarche est efficace car on
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dispose de bons algorithmes pour résoudre les problèmes quadratiques : méthodes
avec activation de contraintes et méthodes de points intérieurs.

Un concept important dans le cadre de la PQS est la pénalisation exacte. Celui-ci
est central pour forcer la convergence des algorithmes quel que soit l’itéré initial.
Aussi, des versions quasi–newtoniennes des algorithmes, dans lesquelles les matrices
contenant les dérivées secondes sont remplacées par des matrices mises à jour par des
formules adéquates, sont développées pour la PQS.

A.2 Equivalence entre le lasso et AdR

Une démonstration de l’équivalence du lasso et la pénalisation multiple adap-
tative a été apportée par [Grandvalet, 1998]. Nous détaillons à continuation cette
démonstration.

Soit L une fonction de coût différentiable quelconque. Supposons, pour simplifier
que les réponses sont centrées. La solution pénalisation multiple adaptative, indiquée
ici α̂ = (α̂1, . . . , α̂p), est la valeur minimisant le problème






(α̂, µ̂) = arg min
α,µ

L(α) +
p∑

j=1

µjα
2
j ,

sous contrainte
p∑

j=1

1

µj
=

p

µ
, µj > 0,

(A.12)

où µ ∈]0, +∞[. Une paramétrisation qui permet d’éviter les solutions divergentes est
la suivante

γj =

√
µj

µ
αj and cj =

√
µ

µj
pour j = 1, . . . , p (A.13)

Le problème d’optimisation défini par la pénalisation multiple adaptative est donc





(ĉ, γ̂) = arg min
c,γ

L(c, γ) + µ
p∑

j=1

γ2
j ,

sous contrainte
p∑

j=1

c2
j = p, cj ≥ 0.

(A.14)

Le Lagrangien associé L est

L(c, γ) = L(c, γ) + µ
p∑

j=1

γ2
j + ν

(
p∑

j=1

c2
j − p

)

− ξtc, (A.15)

où ν et ξ sont les multiplicateurs de Lagrange correspondant, respectivement, aux
contraintes d’égalité et les contraintes positives sur {cj}. Les équations normales pour
(A.15) sont alors 





∂L
∂γ

=
∂L(c, γ)

∂γ
+ 2µγ

∂L
∂c

=
∂L(c, γ)

∂c
+ 2νc − ξ.

(A.16)
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Tout d’abord, une relation entre les dérivées partielles de L par rapport à c et γ est
précisée. Cette relation découle de la relation α = diag(c)γ :






∂L

∂γ
= diag(c)

∂L

∂α
L

∂c
= diag(γ)

∂L

∂α
.

(A.17)

Pour ce système, nous constatons

diag(γ)
∂L(c, γ)

∂γ
= diag(c)

∂L(c, γ)

∂c
. (A.18)

Cette dernière équation permet de déduire une relation entre ĉj et γ̂j,
indépendamment de L et des multiplicateurs de Lagrange :






diag(γ̂)
∂L
∂γ

= diag(γ̂)
∂L(c, γ)

∂γ

∣∣∣∣
(bc,bγ)

+ 2µdiag(γ̂)γ̂

diag(ĉ)
∂L
∂c

= diag(ĉ)
∂L(c, γ)

∂c

∣∣∣∣
(bc,bγ)

+ 2νdiag(ĉ)ĉ − diag(ĉ)ξ.
(A.19)

Etant donné que les multiplicateurs de Lagrange pour les contraintes inactives sont
zéro, nous constatons diag(ĉ)ξ = 0. Puisque (A.18) est vérifié pour (ĉ, γ̂), et que

l’optimalité de (ĉ, γ̂) implique
∂L
∂γ

=
∂L
∂c

= 0, alors, à partir de (A.19), il est déduit

ĉ2
j =

µ

ν
γ̂2

j , ∀j. (A.20)

La contrainte d’égalité (A.14) sur {cj} implique :

ĉj =

√
p|γ̂j|√∑p
k=1 γ̂2

k

, ∀j. (A.21)

Finalement, cette équation permet de donner les conditions d’optimalité en fonction
des variables initiales α̂j . Puisque |α̂j| = ĉj |γ̂j|, il est vérifié

|α̂j| =

√
pγ̂2

j√∑p
k=1 γ̂2

k

⇒ |α̂j|∑p
k=1 |α̂k|

=
γ̂2

j∑p
k=1 γ̂2

k

⇔ ĉ2
j =

p|α̂j|∑p
k=1 |α̂k|

. (A.22)

Cette valeur de ĉj est maintenant remplacée dans la première du système (A.16)
évalué en (ĉ, γ̂), en utilisant la première équation du système (A.17) :

ĉj =
∂L

∂αj

∣∣∣∣
bαj

+ 2µγ̂j = 0, ∀j. (A.23)
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Par conséquent, soit ĉj = γ̂j = α̂j = 0, soit
∂L

∂αj

∣∣∣∣
bαj

+ 2µ
γ̂j

ĉj
= 0. A partir de (A.22) et

en utilisant α, γ̂j/ĉj peut être ré–écrit de la façon suivante :

γ̂j

ĉj
= γ̂j ĉj

1

ĉ2
j

= α̂j

∑p
k=1 |α̂k|
p|α̂j|

=
1

p
sign(α̂j)

p∑

k=1

|α̂k|.

(A.24)

Les conditions d’optimalité sont ainsi





∂L

∂αj

∣∣∣∣
bαj

+ 2
µ

p
sign(α̂j)

p∑

k=1

|α̂k| = 0,

ou α̂j = 0,

∀j, (A.25)

qui sont en fait les équations normales de

L(α) +
µ

p

( p∑

k=1

|αk|
)2

, (A.26)

ce qui conclue la démonstration.

A.3 Relation entre les définitions des ddl

Considérons la définition des degrés de liberté proposée par [Fu, 1998] :

ddl1 = tr
[
X
(
XtX + µA−)−1

Xt
]
− p0, (A.27)

où p0 est le nombre de coefficients estimés nuls, ainsi que la modification de cette
définition que nous proposons :

ddl2 = tr
[
Xσ

(
Xt

σXσ + µA−1
σ

)−1
Xt

σ

]
, (A.28)

où σ = {j|αL
j 3= 0}. L’objectif est de montrer que cette dernière définition induit une

prédiction plus conservatrice, c’est à dire ddl1 ≤ ddl2. Pour cela, nous utilisons le
lemme de l’inversion de matrices par blocs :

(
A B
C D

)−1

=

(
E −EBD−1

−D−1CD−1 D−1 + D−1CEBD−1

)
, (A.29)

où E = A−1 + A−1B(D −CA−1B)−1CA−1.
Considérons, sans perte de généralité, que les colonnes de la matrice des données

sont ordonnées de telle sorte que X = [XσXσ̄], avec σ̄ le complémentaire de σ. Suppo-
sons que la matrice XtX (et donc la matrice Xt

σXσ) est de rang plein. Considérons les
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matrices XtX et A−M en termes de la décomposition par blocs, où A = diag(|α̂L
j |),

A− la pseudo–inverse, et M matrice carré de rang plein quelconque :

XtX =

(
Xt

σXσ Xt
σXσ̄

Xt
σ̄Xσ Xt

σ̄Xσ̄

)
, A−M =

(
A−1

σ Mσσ A−1
σ Mσσ̄

0 0

)
. (A.30)

Les p−p0 valeurs propres de A−1
σ Mσσ sont valeurs propres de A−M, qui a également

p0 valeurs propres nulles. Les degrés de liberté s’écrivent alors,

ddl1 = tr
[(

Ip + µA−(XtX)−1
)−1
]
− p0 = tr

[(
Ip−p0 + µA−1

σ

[
(XtX)−1

]
σσ

)−1
]
,

(A.31)

ddl2 = tr

[(
Ip−p0 + µA−1

σ

(
Xt

σXσ

)−1
)−1
]
. (A.32)

Par application du lemme de l’inversion de matrices par blocs au bloc σσ de
(XtX)−1, on obtient :

[(XtX)−1]σσ = (Xt
σXσ)−1+

(Xt
σXσ)−1Xt

σXσ̄(Xt
σ̄Xσ̄ − Xt

σ̄Xσ(Xt
σXσ)−1Xt

σXσ̄)−1Xt
σ̄Xσ(Xt

σXσ)−1

= (Xt
σXσ)−1+

(Xt
σXσ)−1Xt

σXσ̄(Xt
σ̄(In −Xσ(Xt

σXσ)−1Xt
σ)Xσ̄)−1Xt

σ̄Xσ(Xt
σXσ)−1

= (Xt
σXσ)−1+

Z(U[In −Xσ(Xt
σXσ)−1Xt

σ]U
t)−1Zt,

(A.33)
où Z = (Xt

σXσ)−1Xt
σXσ̄ et U = Xt

σ̄.
La matrice Xσ(X

t
σXσ)

−1Xt
σ a p−p0 valeurs propres égales à 1 et n−(p−p0) valeurs

propres égales à 0. Les valeurs propres de Z(U[In − Xσ(X
t
σXσ)

−1Xt
σ]Ut)−1Zt sont

donc positives, ce qui implique que l’ensemble des valeurs propres de
[
(XtX)−1

]
σσ

sont ≥ à celles de (Xt
σXσ)−1. Comme A−1

σ est diagonale ≥ 0, les valeurs propres
de A−1

σ

[
(XtX)−1

]
σσ

sont ≥ aux valeurs propres de A−1
σ (Xt

σXσ)−1. Par conséquent,
les valeurs propres de Ip−p0 + µA−1

σ

[
(XtX)−1

]
σσ

sont ≥ aux valeurs propres de

Ip−p0 + µA−1
σ

(
Xt

σXσ

)−1
. Et, prenant les inverses, ddl1 ≤ ddl2.
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crimination par modèles additifs parcimonieux. Revue d’Intelligence Artificielle.
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[Avalos et al., 2004c] Avalos, M., Grandvalet, Y. et Ambroise, C. (2004c).
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